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AVERTISSEMENT 



Le présent ouvrage est la reproduction abrégée des cours 
que nous professons au Collège Chaptal et aux Écoles Turgot 
etMonge; la partie qui forme le corps de Touvrage renferme 
les matières du programme d'admission à l'École centrale; 
l'ensemble formé par le corps de l'ouvrage et les notes ré- 
pond au programme d'admission à l'École Polytechnique. 

Cet ouvrage, destiné aux élèves, a été rédigé dans un 
but exclusivement pratique ; il ne fait pas double emploi 
avec les savants traités de géométrie analytique parus dans 
ces dernières années et auxquels il peut servir d'introduction. 

Nous nous sommes efforcés de rester toujours à la portée 
des élèves, tout en mettant de la précision dans les termes et 
de la rigueur dans les démonstrations. 

Les exercices placés à la fin du volume sont en petit 
nombre, mais on les a gradués autant que possible par ordre 
de difficulté en commençant par lés plus simples ; nous y 
avons joint les énoncés des compositions de géométrie ana- 
lytique données dans les derniers concours. 

Pour les théories géométriques se rapportant aux sections 
coniques et aux surfaces du second ordre, nous renvoyons 
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aux excellents traités de Géoméhne élémentaire de MM. Rou- 
ché et de Comberousse et de M. Vacquant. 

Pour la mise en équation des problèmes et la discussion, 
nous indiquerons les Recueils de M. Rémond et de M. Kœhler, 
qui nous paraissent compléter de la manière la plus satis- 
faisante un cours de géométrie analytique. 

J. et W. 
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PRELIMINAIRES 

La géométrie analytique a pour objet Tapplication de l'algèbre 
à Tétude des propriétés des ligures géométriques. 

Avant de commencer Tétude de la géométrie analytique, il est 
nécessaire de résoudre le problème suivant: construire une ligne 
inconnue, dépendant de lignes connues, au moyen d'une for- 
mule donnée. 

La formule donnée fait connaître la série des opérations qu'il 
faut effectuer sur les nombres qui mesurent les longueurs don- 
nées pour avoir le nombre qui mesure la longueur inconnue. 
Rappelons, à ce sujet, quelques principes fondamentaux relatifs 
à la mesure des grandeurs. 

1. Deux grandeurs A, B se correspondant de manière que, si 
la grandeur A devient m fois plus grande, la grandeur B de- 
vienne aussi m fois plus grande, et cela quel que soit w, le rapport 
de deux états quelconques de la grandeur A est égal au rapport 
des états correspondants de la grandeur B. 

2. Deux grandeurs A et B se correspondant de manière que, 
si la grandeur A devient m fois plus grande, la grandeur B 
devienne m fois plus petite et cela quel que soit m, le rapport 
de deux états de la grandeur A est égal à l'inverse du rapport 
des deux états correspondants de la grandeur B. 

3. Le rapport des nombres qui mesurent une même grandeur 
A, h l'aide de deux unités différentes, est égal à l'inverse du 
rapport de ces unités. 

4. Le rapport de deux grandeurs de même espèce est indé- 
pendant de Tunité h Taide de laquelle on les mesure. 

Imbeh et We[ll. i 
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Il nous reste maintenant à établir quelques notions fondamen- 
tales sur Thomogénéité. 

HOMOGÉNÉITÉ. 

Nous avons, dès le commencement de l'algèbre, considéré Tho- 
mogénéité dans un cas particulier. Si on considère un polynôme 
dont les différents termes sont des monômes entiers et rationnels 
de même degré m, on dit que ce polynôme est homogène et que 
le degré d'homogénéité est m. 

Prenons un exemple, soit le polynôme 

homogène et du 5» degré ; si nous remplaçons dans ce polynôme 
X par Kx^ y par Ky, nous aurons 

f(Kx,Ky) = 1 5K»x5 — SK'^yx* + 4K»y V — 7K»y»a?« — aK»î/*x + 8K V 

ou 

f{Kx,Ky)=--K'f[x,y). 

D'une* façon plus générale f {x,y) désignant un polynôme ho- 
mogène du degré m, on aura 

f{Kx,Ky) = K-^f^x,y). 

Nous traiterons maintenant la question d'une façon tout à fait 

générale. 

Etant donnée 

f[x,y,z,...t) 

une fonction dun nombre quelconque de vanables, on dit, quelle 
que soit la forme de la fonction, que cette fonction est homogène, 
toutes les fois que Von a 

fs,KXyKy,Kz,.,.Kt)=zK'**f{x,y,z,...f) 

m ayant toujours la même valeur quelque soit K^pour la fonction 
considérée. 

On dit que le degré d'homogénéité est m. 

Toute fonction de plusieurs valables qui ne contient que les 
rapports des variables est une fonction homogène de degré o. 

Suit par exemple la fonction 



^z'u'^'j' 
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Nous avons évidemment, quelque soitK 

Une fonction transcendante (Tune fonction homogène de de- 
gré oest elle-même une fonction homogène de degré o. 
Considérons par exemple les fonctions 

sin/(x,y,.../), \ogf{x,y,.„)t, e '''""'^ 

/(ap, y,... t) étant une fonction homogène de degré o. 

Puisque la fonction /"(ar, y,... t) est homogène et de degré o, 
nous aurons 

f{Kx,Ky,...Kt) = K''/[x,y,...t) = f{x,y,...t) 

par suite nous aurons 

sin f{Kx, Ky, . . .KO = sin f{x, y , . ■ • 
log/(Ka:,Ky,...K/) = log/i;a?,y,...0 

/(Kj, Ky,...K/) f{x,V,...t) 

e =^=e 

ce que nous pourrons écrire aussi 

sin/l[Ka?,Ky,...K0 = K°8in/(a:,y,...r) 
log/l[Kar,Ky,...KO = K^logAa?,y,...0 

Donc les fonctions considérées sont du degré o. 

Si la fonction f{x, y,... t) était homogène, mais d*un autre 
degré que o, on ne pourrait plus mettre en facteur, devant les 
fonctions 

sin/var,y,...0, ^ogf{x,y,,.J), e ''*'*"*' 

une puissance de K, et dans ce cas les fonctions ne seraient plus 
homogènes. 

Nous énoncerons immédiatement sans démonstration les re- 
marques suivantes, qui résultent de la définition même des fonc- 
tions homogènes. 

La somme algébrique de plusieurs fonctions homogènes de même 
degré est une fonction homogène de même degré que les fonctions 
considérées, 

ïjc produit de plusieurs fonctions homogènes de degrés quelcon- 
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ques est une fonction homogène dont le degré est égal à la somme 
des degrés des fonctions considérées. 

Le quotient de deux fonctions homogènes de degré quelconque 
est une fonction homogène dont le degré est égal à la différence des 
degrés des deux fonctions considérées. 

Une puissance d'une fonction homogène est une fonction homo- 
gène dont le degré est égal au produit du degré de la fonction con- 
sidérée par l'exposant de la puissance. 

Une racine d'une fonction homogène est une fonction homogène, 
dont le degré est égal au quotient du degré de la fonction consi- 
dérée par Vindice de la racine. 

Nous allons montrer maintenant que : les dérivées partielles 
d'une fonction homogène de degré m sont des fonctions homogènes 
de degré m — i . 

Soit f [Xy y,... t) une fonction homogène de degré m; nous 
avons par définition 

/i;Kx,K2/,...K^( = K*y(x,t/,...f). 

Si nous prenons les dérivées des deux membres par rapport 
à 07, nous aurons 



.m 






ou 



£(Kx,Ki/,...KO = K" 'nx,y,.,.t) 

fx (^1 y,- est donc une fonction homogène du degré m-i. On 
verrait absolument de la même façon que les autres dérivées 
partielles sont aussi du. degré m-i. 

Il nous sera utile, dans un certain nombre de démonstrations, 
de nous servir de la transformation suivante d'une fonction ho- 
mogène de degré quelconque. 

Soit/" (x, y, s,... t) une fonction homogène de degré m, on a 
par définition 

f{Kx,Ky,Kz,.,,Kt)=K''Y[x,y,z,...t) 
si nous remplaçons K par -. nous aurons 



^■'f'x'-â=i^^^^'^'''-'^ 
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de là nous tirons 

/l[a?,y,z,...0=ar'»/(i,^, i...-") 

\ X X x] 
/ Xf X i\ 

la fonction /*( i, -, -,... - ) qui ne contient plus que les rapports 

\ X M X J 

des variables est une fonction homogène de degré o. 

Théorème. 

La fonction f[x,y^z,,,. i) étant homogène et de degré m, on a 

X y t 

Nous avons par définition 

/l[Kx, Ky, Kz,...K<) = K'"/*(a:, 2/. z,..,<). 

Si nous prenons la dérivée des deux membres de cette relation 
par rapport à K, nous aurons 

ar/'(Kar,Ki/,...KO + J/r(Kjr,Ky,...KO + ... 

Kx Ky 

Kl 

cette relation ayant lieu quel que soit K, nous pourrons faire 
K = I, et nous aurons 

xf{x,y,...t) + tjf{x,y,,..t) + ... + tf{x,y,...t) = mf[Xyy,..J) 
ce qui démontre le théorème^ 

équations homogènes. 

On nomme ainsi les équations telles que 

/(.r,y,z,...^j = o 

dont le premier membre est une fonction homogène. 

Soit Xp 2/p Zp... /,, un système de valeurs des inconnues satis- 
faisant à l'équation précédente, on aura 

mais comme la fonction /\a:, y, z,... /) est homogène, on aura 
AKa:„KîypKz,;...Kf,) = K'"/i;j?„y„z,„..0 
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par suite 

/(Ka:,, Kj/i, Kz,,.. .Kr,) = o 

d*où le théorème suivant : 

Théorème. 

Si une équation homogène est vérifiée par un système de valeurs 
des inconnues y elle est vérifiée aussi par tous les systèmes de valeurs 
proportionnelles aux premières. 

Nous regarderons comme évident le principe suivant: 

Principe. Siune relation existe entre les lignes d'une figure, cette 
relation doit subsister quelle que soit Vunité choisie. 

L'évidence de ce principe résulte de ce que les raisonnements 
que Ton fait pour obtenir la relation sont indépendants de l'unité 
de longueur. 

Lorsqu'on passe d'une unité à une autre, tous les nombres qui 
représentent les différentes lignes de la 'figure se trouvent multi- 
pliés par un môme nombre ; alors, d'après le principe précédent, 
nous pourrons énoncer le théorème suivant : 

Théorème. 

Lorsqxien prenant une unité arbitraire, on a trouvé entre les 
diverses longueurs qui composent une figure la relation 

/(a, ô, c,.../) = o 

si cette équation est exacte, elle doit être vérifiée, quel que soit K, 
quand on y remplace a, b,c,.,, l,par Ka, Kb, Kc,.,, Kl. 

Théorème. 

Quand on a une relation entre les lignes d*une figure dont 
aucune n^a été prise pour unité, cette relation est nécessairement 
homogène, ou elle résulte de r addition de plusieurs équations ho- 
mogènes de degrés différents. 

Soit 

/"(a, 6, c,..A) = o 

la relation considérée. 
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Nous démontrerons le théorème, dans le cas où la fonction 
/*(a, b, c,... /) est une fonction algébrique entière. 

La fonction algébrique /*(a, &, c,... /) étant entière, il résulte 
de la définition même des fonctions entières qu'elle est homogène, 
ou bien qu'elle est la somme de plusieurs fonctions homogènes 
de degrés différents. 

Si la fonction /*(a, ô, c,,., /) est homogène, le théorème est dé- 
montré. 

Supposons. maintenant qu'elle soit la somme de plusieurs fonc- 
tions homogènes de degrés différents 

Nous pourrons mettre alors l'équation considérée sous la 
forme 

fJa,b,.,.l) + f^^_^{a,b,...l)+...+fJ^a,b,..J) = o. 

Cette relation étant supposée exacte, on devra avoir, quel que 
soit K, 

^JKa,K6,...K/)+/'^_^(Ka,K^...K/) + .../"(Ka,Kô,...K/)=o. 

D'après la définition même des fonctions homogènes, nous 
pourrons écrire cette équation de la manière suivante 

et comme cette équation doit être vérifiée quelque soit K, on doit 
avoir séparément 

fJa,by...l) = o, f^_^[a,b,.,.J) = o,... fJ^a,b,..,l) = o 

ce qui démontre le théorème dans le second cas. 

Remarque I. Le théorème que nous venons de démontrer est 
connu sous le nom de théorème de V homogénéité. 

Remarque II. Lorsque, dans l'équation considérée, certaines 
lettres seront regardées comme représentant des coefficients nu- 
mériques, on ne devra pas tenir compte de ces lettres, quand on 
appliquera le théorème précédent. 

Remarque III. Il résulte de la définition même des angles, et 
des lignes trigonométriques des angles, que ces quantités sont re- 
présentées par des nombres déterminés, complètement indépen- 
dants de l'unité choisie ; par conséquent quand on appliquera le 
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théorème précédent, il ne faudra pas tenir compte des lettres qui 
représenteront des angles ou leurs lignes trigonomélriques. 

Remarque IV. Il nous reste encore une remarque à faire sur 
l'application du théorème précédent b, des équations, dans les- 
quelles certaines lettres représentent des longueurs et d'autres 
représentent des surfaces ou des volumes. 

D'après les conventions faites en géométrie, nous savons que 
Ton considère habituellement comme unité de surface le carré 
construit sur Tunité de longueur, et comme unité de volume 
le'cube construit sur Tunité de longueur. 

Dans ces hypothèses, pour appliquer le théorème précédent à. 
Téquation considérée, nous remplacerons une lettre désignant 
une surface par ^*, q désignant le côté du carré équivalent à la 
surface considérée, et la lettre représentant un volume par c', c 
indiquant le côté du cube équivalent au volume considéré. 

CAS ou l'on prend comme unité une des lignes de la figure 

CONSIDÉRÉE. 

Lorsqu'on prend pour unité une des lignes de la figure consi- 
dérée, les équations qui traduisent algébriquement le problème 
proposé cessent d'être homogènes. Il est facile de rétablir Thomo- 
généité. 

Soit 

f{b',c\..I) = o 

l'une des équations considérées; b', c'... /' étant les nombres re- 
présentant les lignes B, C... L de la figure, la ligne A de cette 
figure étant prise pour unité. Désignons maintenant par a, b, c,.. /, 
les nombres qui représentent les lignes A,B, G,... L, l'unité de 
longueur étant arbitraire. Comme nous l'avons déjà dit, nous 
aurons la suite de rapports égaux 

'—*' — £!— — ^ 
abc l 



d'où nous tirons 



6' = ^,c' = î /' = ^ 

a a a 



En remplaçant dans l'équation considérée, nous aurons l'équa- 
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lion 



fp{i'l â=" 



qui est homogène et de degré o. 

COxNSTRUGTION DES FORMULES. 

En général, dans un problème de géométrie, l'inconnue est une 
ligne; si nous traitons le problème par Talgèbre, nous arrivons à 
une équation 

(i) /(a?,a, ô, c, /) = o 

dans laquelle x, a, b^ c. l représentent les nombres qui mesu- 
rent la ligne inconnue et les lignes données. 

Dans un certain nombre de cas, nous saurons résoudre Téqua- 
lion par rapport à jp, et nous pourrons la mettre sous la 
forme 

(a) x=t^a,b,c, /). 

Nous obtenons ainsi une formule nous indiquant les opéra- 
lions arithmétiques qu'il faut effectuer sur les nombres qui me- 
surent les grandeurs connues pour avoir la valeur numérique de 
Tinconnue. 

Le premier membre de l'équation (a) étant une fonction homo- 
gène du premier degré, il résulte d'un théorème précédent que la 
fonction <p (a, ô, c,... l) est une fonction homogène du premier 
degré. 

Dans la plupart des cas, nous pourrons déduire de la for- 
mule (a) une construction graphique permettant d'avoir non 
plus la valeur numérique de l'inconnue, mais cette inconnue 
elle-même. 

CONSTRUCTION DES EXPRESSIONS RATIONNELLES. 



I* Expressions entières. 



Nous avons dans ce cas une expression de la forme 

x = adzbdzc zhL 

Il est bien évident que si sur une droite indéfinie z' z^ à partir 
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d*une origine o, 



z' o 



nous portons les lignes a, b, c^„A les unes à la suite des 
autres, dans le sens z*z si elles sont précédées du signe -|-, dans 
le sens zz* si elles sont précédées du signe — , L désignant alors 
l'extrémité de la dernière longueur /, la ligne OL sera précisément 
la ligne x, 

a'* Expressions fractionnaires, 

La plus simple est 

ab 



On déterminera x en construisant une quatrième proportionnelle 
aux lignes a, 6, c, par le procédé indiqué en géométrie élémen- 
taire. 
Soit maintenant l'expression 

abcd 

Xz=z . 

Nous allons ramener la construction actuelle à la précédente. 
Construisons une ligne a, telle que Ton ait 

ab 
a' 

c'est le problème précédent. Nous pourrons écrire alors 

OLCd 

Déterminons maintenant une ligne ^ telle que Ton ait 
c'est encore le problème précédent. Nous pourrons écrire 



prf 






Nous déterminerons alors x en appliquant une fois de plus le 
problème précédent. On construirait de la même façon, par une 
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série de quatrièmes proportionnelles, l'expression générale 

abc / 



x= 



a!b'& K' 



le numérateur étant un monôme du degré m, et le dénominateur 
un monôme du degré m — i. 

Supposons maintenant que les deux termes de l'expression 
flractionnaire soient des polynômes. Considérons l'expression 

__ Ad:Bd:C± drL 

^""Â'ztB'dtC'ztr ±:H' 

dans laquelle A, 6, G,... L sont des monômes entiers et rationnels 
du degré m, et A', B', G',... H' des monômes du degré m — i. 

Prenons arbitrairement une ligne X; en appliquant le problème 
précédent, nous déterminerons des lignes, a, b, c... /, a', b', c'... A', 
telles que l'on ait 

\ = r-\ B=^X"~'^ C = X"-V, L=:X""V 

A'=X""V, B' = X'"~V. C' = X""V H' = X"'"V 

nous pourrons alors écrire 

X(aih6±:cii= ±1) 



x= 



a'±:b'±:c'±: 



Si nous déterminons maintenant deux lignes a et ^ telles que 
l'on ait * 

oi:=a±b±cdz ±/ 

^=a'±:b'±</zt itA' 

on écrira 

Xot 

et on construira x d'après une méthode précédente. 

CONSTRUCTION DES EXPRESSIONS IRRATIONNELLES DU SECOND DEGRÉ. 

Nous avons à construire une expression de la forme 



x = \/f{a,b,c, /) 

la fonction f{a, b,c,., l) devra être homogène et du second 'degré. 
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Considérons d'abord Texpression 

On déterminera x en construisant une moyenne proportionnelle 
entre les lignes a et 6, par les procédés indiqués parla géométrie 
élémentaire. 

Soit maintenant l'expression 



.1 abc / 



dans laquelle le numérateur est un monôme du degré m et le 
dénominateur un monôme du degré m — 2. En appliquant une 
construction précédente, on détermine une ligne a telle que Ton 
ait 

bc l 



alors on aura 



"" db' K 



x = ^JaoL 



on est ramené au problème précédent. 
Considérons l'expression 






Nous construisons x en appliquant la construction donnée en 
géométrie élémentaire, pour construire un carré qui soit à un 
carré donné dans un rapport donné. 
Prenons maintenant l'expression 



_ / Ait:B±:C 



± dzL 

± ±ir 



dans laquelle A, B, C... L sont des monômes du degré m et 
A', B', C... H', des monômes du degré m — 2. Choisissons arbi- 
trairement une ligne X, et déterminons des lignes a, 6, c,... /, 
a\ b'y c'... h', telles que l'on ait 

A'=r-v, B'=r-v, c'=x"*-v, H'=x"-v 
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on pourra écrire 



. A'(a±6±cdb ±1) 

V a'±6'±c'± ±A'" 



Nous construisons les lignes a et ^ 

a = a±b±c± d:/ 

p=a'±6'±c'± ±A' 

nous aurons alors 

Vïous sommes ramenés au problème précédent. 
Si nous considérons les expressions 

nous voyons que nous construisons ces expressions en appli- 
quant les théorèmes sur les triangles rectangles. 
On construira l'expression 

X = yja^ ±:b^tt ^l^ 

en appliquant plusieurs fois de suite ces mêmes théorèmes. 

CONSTRUCTION DES RACINES DE l'ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ. 

En mettant les signes en évidence, Téquation du second degré 
présente Tune des quatre formes suivantes: 

(i) x^ — px-\'q = o 

(2) x^ — px — ^ = 

(3) x^-\-px-{-q = o 

(4) x^'\'px — ^ = 

Considérons la première équation. S\ g est positif, les 

4 

racines de cette équation seront réelles et positives. 
Si nous les désignons par x' et x", nous aurons 

x' 4. a:" ^p x^x" = q. 

Si nous supposons que dans Téquation (i) a? représente une 
ligne, il faut, pour que cette équation soit homogène, que p re- 
présente une ligne et q ime surface. 
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Si nous désignons par c le côté du carré équivalent à la sur 
face Çf nous aurons 

ar'4-3?*'=j) x'x'' = c^. 

Nous déterminerons alors x' et x' en résolvant ce problème 
de géométrie élémentaire : 

Construire deux lignes connaissant leur somme p et leur 
moyenne proportionnelle c. 

Prenons maintenannt l'équation (a), ses racines sont réelles et 
de signes contraires. 

Si nous désignons par x' la valeur absolue de la racine néga- 
tive, nous aurons 

ar" — x' =p x!x' = c*. 

Nous déterminerons oi et x" en résolvant ce problème de géo- 
métrie élémentaire : 

Construire deux lignes connaissant leur différence p et leur 
moyenne proportionnelle c. 

Si nous considérons Téquation (3) et si nous supposons que 
ses racines sont réelles, nous voyons qu'elles sont toutes les deux 
négatives. Si nous désignons leurs valeurs absolues par a/ et x'\ 
nous aurons 

nous sommes ramenés au premier cas. 

Knfin si nous considérons Téquation (i), nous voyons que ses 
deux racines sont réelles et de signes contraires, ce qui nous 
donne absolument le même problème que dans le deuxième eas. 

^ CONSTRUCTION DES RACINES DE l'ÉQUATION BICARRÉE. 

Si nous rendons l'équation bicarrée homogène, comme nous 
l'avons fait précédemment pour l'équalion du second degré, elle 
se présentera sous l'une des quatre formes 

{ i) X* — ahx^ + c*^* = <> 

(a) X* — aôx' — c*rf* = o 

(3) x^ -f- ahx^ — c'd* = « 

(',) x* + aAx' + c>rf» = o. 

Il est inutile de nous préoccuper de la quatrième forme, qui 
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n'admet que des racines imaginaires. Si nous posons 
(5) x« = cy 

les équations deviendront, en divisant les deux membres de cha- 
cune d'elles par c* 

(6) y._^y4.rf. = 

(7) y*— — y— rf*=o 

(8) y« + fÉy_d.=„. 

On construira les racines de ces équations, et ensuite on déter- 
minera les valeurs de x correspondantes, en construisant d'après 
l'équation (5) une moyenne proportionnelle entre c et y. 
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PREMIÈRE PARTIE. — SEGMENTS. 

Prenons sur une droite indéfinie ar'o? deux points a et b; nous 

x' a b 



ap]:leHerons segment la portion de droite comprise entre ces deux 
points. 

Quand on représente le segment par aè, on dit que a est son 
origine Qib son extrémité; quand il est représenté par 6a, on dit 
que b est son origine et d son extrémité. 

On nomme direction à* wn segment celle du chemin décrit par 
un mobile qui décrit le segment en partant de son origine pour 
arriver à son extrémité. 

On convient de considérer un segment comme positif ou négatif, 
suivant que le chemin parcouru par le mobile a été décrit dans 
un sens ou dans un sens opposé au premier. 

On convient de considérer un segment comme positif lorsque 
le mobile se déplace de gauche à droite ; par suite le segment doit 
être considéré comme négatif lorsque le mobile se déplace de 
droite à gauche. 

Le segment ab est positif, le segment ba est négatif. 

Si la portion de droite comprise entre les deux points a et 6 
est représentée par le nombre 3, nous aurons alors 



Nous avons donc 



et par suite 



a6 = + 3 
6a = — 3. 

ab = — ba 



ab -|- 6a = o. 
Nous allons démontrer sur les segments le théorème suivant : 
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Théorème. 



Lorsqu'on place sur une droite x'x, n points a, à, c,.., h, k, l, 
la somme des n segments consécutifs ab, bc,,,, kk, kl, la, déter- 
minés sur cette droite par les points considéi^és est toujours nulle, 
quel que soit V ordre dans lequel ces points sont placés. 

Pour le démontrer nous emploierons un point auxiliaire O 

placé sur la droite x'x à gauche de tous 

les points a, b, c,d,.,, k, L ^ «- ^ 

Considérons d*abord sur la droite 
x'x, les trois points o, a, b; deux cas 

peuvent se présenter suivant que le -h r* j— 

point b est à droite ou à gauche de 
«. 

Supposons en premier lieu que le point b soit à droite de a. 
Nous aurons 

(i) oa-\-ab=iob. 

Si nous supposons maintenant le point b à gauche de a, nous 
aurons 

06 + ôa = oa 
d*oii 

oa — Aa = oé 
ou 

oa-f-ûé = oé. 

La relation (1) existe donc dans les deux cas. Nous pourrons 
donc écrire la suite d*égalilés 

oa-\'ab = ob 
ob -\-bc= oc 
oc -|- crf = od 



ok-\-kl=ol 
ol-\-la = oa. 

Si nous les ajoutons membre à membre, nous aurons, en fai 
jsant disparaître les termes communs aux deux membres : 

a6 + 6c + crf-f-- ... + A:/4-/a = o. 

IIIDIER et WbILL. 2 
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DEUXIÈME PARTIE. — ANGLES 



On appelle angle de la direction OB avec la direction OA, celui 
dont il faut faire tourner une droite OBj coïncidant avec OA, 

dans un certain sens, f par 
exemple, pour rappliquer sur 
OB. On le représente par (OB, 
OA) ou (B,A). 

On convient de considérer cet 
angle comme positif ou négatif 
suivant que Ton fait tourner la 
droite OB^ dans un sens ou 
dans Tautre. 





^ 




S, 



Fig. a. 



Nous considérons Tangle comme positif lorsqu'on fait tourner 
la droite OBj dans le sens fei comme négatif lorsque cette droite 
tourne dans le sens /*,. 

Faisons tourner OB^ dans le sens f de façon à venir l'appliquer 
une première fois sur OB, elle tourne de Tangle positif a moindre 
que aie. Nous disons alors que la direction OB fait avec la direc- 
tion OA l'angle positif 



(0 



(B,A)=a. 



Je remarque maintenant que si OB, étant venu s'appliquer une 
première fois sur OB, nous continuons k faire tourner cette droite 
dans le même sens d'un nombre entier de fois air, de façon 
qu'elle vienne à nouveau s'appliquer sur OB, l'angle dont elle a 
tourné a varié de aKu, et ce nouvel angle aKir-ha répond à la 
déûnition primitive. 

Nous pouvons donc, d'une façon plus générale, considérer 
comme étant l'angle positif formé par la direction OB avec la di- 
rection OA, un quelconque des angles fournis par la formule (a) 

(2) (B,A) = 2Kw + a 

dans laquelle K est un nombre entier et positif, K pouvant 



PROJECTIONS. 10 

aussi être nul. Tous les angles fournis par cette formule ont 
évidemment les mêmes lignes trigonométriques. 

Faisons maintenant tourner OBj dans le sens /*, de façon que 
cette droite vienne s'appliquer une première fois sur OB ; elle 
tourne alors de Tangle négatif — (21c — a) ou — ait-f-a. Nous di- 
rons alors que la direction OB fait avec la direction OA l'angle 
négatif. 

(3) (B,A) = — 2iç + a. 

Je remarque encore comme précédemment que OB, étant venu 
s'appliquer une première fois sur OB, si nous continuons à faire 
tourner cette droite dans le sens /*, d'un nombre entier de fois air, 
de manière qu'elle vienne de nouveau s'appliquer sur OB, l'angle 
dont elle a tourné a varié de — 2K7C, et cet angle — aKw — a^c -j-a, 
ou plus simplement — 2K7c-|-a, répond à la définition primi- 
tive. 

Nous pourrons donc d'une façon plus générale considérer 
comme étant l'angle négatif, formé par la direction OB avec la 
direction OA, un quelconque des angles fournis parla formule (4) 

(4) (B,A) = -2K:u-fa 

dans laquelle K est un nombre entier et positif. Tous les angles 
fournis par cette formule ont évidemment les mêmes lignes trigo- 
nométriques. 
Les formules (2) et (4) rentrent dans la formule 

(5) (B,A) = 2KTu + a 

dans laquelle K est un nombre entier, positif ou négatif, K pou- 
vant être nul. Cette formule est générale, c'est-à-dire qu'un quel- 
conque des angles positifs ou négatifs, fournis par cette formule, 
peut être considéré comme étant l'angle formé par la direc- 
tion OB, avec la direction OA. 

Tous les angles fournis par cette formule ont évidemment les 
mêmes lignes trigonométriques. 

Si nous cherchons l'angle (OA, OB) ou (A, B) que fait la direc- 
tion OA avec la direction OB, nous verrons en raisonnant de la 
même façon que l'un quelconque des angles fournis par la for- 
mule 

(6) (A,B)=:2KTC-a 



20 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

peut être considéré comme étant Tangle formé par la direction OA 
avec la direction OB. 

Si nous ajoutons membre à membre les formules (5) et (6), 
nous aurons 



(7) 



(B,A) + (A,B) = aKir. 



Il résulte de cette formule que les deux angles (B, A) et (A, B) 

ont le même cosinus. 
Nous avons donc la formule 

(8) cosfB,A) = cos(A.B) 

'^A les angles (B, A) et (A, B) ré- 
pondant à la définition géné- 
rale donnée précédemment. 
Si nous considérons mainte- 
nant deux directions OB et O'A, nous appellerons angle de la di- 
rection OB avec la direction O'A i*angle de la direction OB avec la 
direction OA' parallèle & O'A. 




Fig. 3. 



TROISIÈME PARTIE. — PROJECTIONS 



Soient une droite indéfinie a?'x, et un plan fixe P. Considérons 

p ^p dans l'espace un poini 

quelconque A; menons 
' par ce point A un plan P 

parallèle au plan P. Ce 
plan coupe la droite x'x 
en un point a. On dit que 
ce point a est la projec- 
tion du point A. 
„. . La droite x*x est dite 

1 axe de projection; le 
plan P est dit le plan projetant du point A. La droite a^x et le 

plan fixe P constituent un système de projection. 
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Considérons maintenant dans l'espace un segment quelconque A6. 

Déterminons les projections a et 6 de son origine A et de son 
extrémité B ; nous di- 
sons que le segment ab 
ainsi déterminé sur 
Taxe x^x est la projec- 
lion du segment AB de 
Teapace. 

Nous prenons comme 
origine de la projec- 
tion a et comme extré- 
mité b. 

On convient de con- 
sidérer la projection 
comme positive lorsque 




Fig. 5. 



le segment ab a la direction x^x; on la considère au contraire 
comme négative lorsque le segment est dirigé dans le sens xx' ; 
tel est le cas de la projection ba du segment BA. 

Nous voyons alors que les projections des deux segments AB 
et BA qui sont de sens contraires sont égales et de signes contraires. 




Fig. 6. 

Prenons dans l'espace deux segments AB et CD parallèles et 
de même sens. 

Déterminons leurs projections ab et cd. Menons par les points A 
et C les droites AP et CG parallèles à Taxe de projection; menons 
également les droites BF et DG. Nous formons ainsi les deux 
triangles ABP et CDG qui sont semblables; ces deux triangles 
nous donnent la proportion 

AB_AF 
CD""CG 
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mais on a évidemment 

AF = aô, CG = cd 

par suite on pourra écrire la proportion 

AB_a^ 
^'^ CD"~crf 

si nous considérons les deux segments BA et DG, nous pourrons 
écrire d'après la proportion précédente 

BA_ — a^ 5^__^ 

DG""^^^^ ^" DC^rfc" 

Nous dirons donc : 

Lorsque deux segments sont parallèles et de même sens, leurs 
projections sont de même sens et proportionnelles aux longueurs 
des deux segments. 

Si nous prenons les deux segments de sens contraires AB et 
DG, nous pourrons dire, d'après la proportion (i) : 

Lorsque deuxsegments sont parallèles et de sens contraires, leurs 
projections sont de sens contraires, et les valeurs absolues de ces 
projections sont proportionnelles aux longueurs des deux seg- 
ments. 

Si nous considérons les valeurs algébriques des deux segments, 
nous pourrons réunir les deux énoncés en un seul, en disant : 

Les projections de deux segments parallèles à une même droite 
sont proportionnelles aux valeurs algébHques des deux segments. 

m 

Théorème. 

La somme algébrique des projections des éléments d^un contour 
polygonal fermé, plan ou gauche, est nulle. 

Soit le contour polygonal fermé ABGDEFA. Projetons sur 
Taxe x'a; ses différents sommets, soient a, b, c, d, e,fcQ^ projec- 
tions. 

Nous imaginons que la ligne polygonale est décrite par un 
point mobile partant de A et rencontrant les différents sommets 
dans Tordre ABGDEFA. 

Considérons maintenant, sur Taxe a/o:, les segments déterminés 
par les points a, b, c, rf, e, /*, on a, d'après un théorème général 
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relatif aux segments 

' (n) ab + bc + cd^de + ef+fa = o > 

mais les segments aé, bc, etc., fa sont en grandeurs et en signes 




les projections des éléments AB, BC, etc., FA du contour. Le 
théorème est donc démontré. 

Définition. 

Considérons le contour polygonal non fermé ABCDEF. Nous 
imaginons comme précédemment 
le contour polygonal décrit par un 
point mobile partant de A et ren- 
contrant par suite les sommets dans ^ 
Tordre ABCDEF. On dit alors que A 
est Vongine du contour et F son ex- 
trémité. Si on mène la droite AF 
qui joint Torigine A àTextrémitéF, 
on dit que cette droite qui ferme le 
contour est la résultante des élé- 
ments du contour; A est son origine, F son extrémité. 




Théorème. 



La somme algébrique des projections des éléments d'un contour 
polygonal, non fermé, plan ou gauche, est égale à la projection de 
la résultante. 
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En efîet, si nous menons la droite AF et si nous considérons le 
contour polygonal fermé ABCDEF, nous avons, d'après le (héa- 
rème précédent 

d'où nous tirons 

ah'{-bc-\-cd-{-de'\'ef=:=: — fa 
mais 

-'fa = af 
par suite 

ab'\'bc-\-cd-\-de-{'ef=:^af. 

Le théorème est donc démontré. 

Vhéorème. 

Lorsque deux contours polygonaux non fei^més ont même ori- 
gine et même extrémité^ c'est-à-dire ont la même résultante^ les 
sommées algébriques des projections des éléments des deux contours 
sont égales. 

C'est une conséquence immédiate du théorème précédent, 
puisque ces sommes sont toutes deux égales à la projection de la 
droite qui ferme les deux contours. 

PROJECTIONS ORTHOGONALES. 

Lorsque le plan fixe P est perpendiculaire sur Taxe a/a?, on dit 
que les projections sont orthogonales. 

Nous allons démontrer, relativement à la projection orthogo- 
nale d'un segment AB, le théorème suivant. 

Théorème. 

La projection orthogonale d'un segment AB est égale au pro- 
duit de la valeur arithmétique du segment par le cosinus de tan- 
gle que fait la direction du segment avec la direction des p7*ojeC' 
tions positives. 

Il peut se présenter plusieurs cas : 

Premier cas. Le plus petit angle positif a formé par la direction 
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du segment avec la direction des projections positives est aigu. 
La projection ab du segment est alors positive. 

Si nous menons AC 
parallèle à l'axe et si 
nous joignons BG, nous 
formons un triangle rec- 
tangle A6G qui nous 
donne 



AC=ABco8a 



mais 



AG=aô 



par suite on a 

aô = ABcosa 




Fig. 9- 



ce qui démontre le théorème. 

Deuxième cas. Le plus petit angle positifs formé par la direction 
du segment avec la direction des projections positives est supé- 
rieur à - et inférieur à — . 

La projection ab du segment est alors négative. 

Si nous construisons comme 
dans le cas précédent le trian- 
gle rectangle ABG, il nous 
donne 

AG=ABcosa' 

mais le côté AG du triangle 
rectangle est égal au segment 
positif ba ou — ab; d'autre 
part nous voyons que les deux 
angles positifs a et a' ayant 
une différence égale à ic on a 

cos a' = — cos a 




Fig. 10. 



alors en remplaçant dans Tégalilé précédente on aura 

— ab = — ABcosa 



et en changeant les signes 



a& = ABcosa 



I 

J 
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c*est-ÔL-dire que le théorème est vrai aussi dans le second cas. 
Troisième cas. Le plus petit angle positif a formé par la direc- 
tion du segment avec la direction des projections positives est 

supérieur k — . 

La projection ab du segment est alors positive. Si nous construi- 
sons, comme dans les cas 
précédents, le triangle rec- 
tangle ABC, il nous donne 

AG = ABcosa' 




on a 



AG=a*; 



les 'deux angles a et a' ont 
une somme égale à air, par 
suite 



Fig. II. cosa=C08a 

en remplaçant on aura donc 

ab = AB cps a 

ce qui démontre le théorème. 

Quatrième cas. Le segment AB est situé dans un plan perpen- 
diculaire à Taxe afx. Dans ce cas la direction du segment fait 

avec la direction des projections positives l'angle - ou Tangle 

37C 



, par suite le produit AB cos a est nul. Mais dans ce cas la pro- 
'I. 

jection du segment est également nulle, donc le théorème est 
encore vrai dans ce dernier cas. 

Corollaire i. Le théorème relatif à la projection d'un contour 
polygonal fermé se traduira dans le cas des projections ortho- 
gonales par la relation 

2/ cos a = o 

/ désignant la valeur arithmétique d'un élément du contour et a 
Tangle que fait la direction du segment avec la direction des 
projections positives. 
Corollaire a. Le théorème relatif à la projection d'un contour 
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polygonal non fermé se traduira dans le cas des projections 
orthogonales par la relation 

2/cosa=RcosX 

/ et a ayant la même signiûcation que précédemment, R dési- 
gnant la valeur arithmétique de la résultante et X Tangle que fait 
la direction de cette résultante avec la direction des projections 
positives. 

Corollaire 3. Le théorème relatif à la projection de deux con- 
tours non fermés ayant même origine et même extrémité se tra- 
duira dans le cas des projections orthogonales par la relation 

2/cosa==2/'cosa' 

/ et a ayant pour le premier contour la signification précédente, 
de même pour U et a' pour le second contour. 

Remarque. Il peut arriver que, dans une démonstration faite 
en appliquant le théorème des projections, on ait à considérer un 
certain nombre de segments, tous parallèles à une même droite, 
mais dirigés les uns dans un certain sens, les autres en sens con- 
traire ; il peut être avantageux dans ce cas de faire intervenir, 
dans renoncé du théorème précédent sur la projection orthogo- 
nale d*un segment, la valeur algébrique de ce segment. Nous 
énoncerons dans ce cas le théorème de la manière suivante : 

Théorème. 

La projection orthogonale d'un segment AB est égale an produit 
de la valeur al|r^- 

brlque du seg- ï^ B. 

ment par le cosi- ^^ 

nus de tangle que ^^ 

fait la direction ^^^.;f^__ 

positive relative à ^V^^ 

ce segment^ avec la 

direction des pro- IP X b jo 

jections positives, I?ig. 12. 

Soit y^y la droite à laquelle tous les segments considérés sont 
parallèles. Nous supposerons que la direction y'y sera la direc- 
tion positive des segments, et que par suite la direction yy' sera la 
direction négative. Nous désignerons par a la valeur arithméti- 
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que d*un segment, et par y sa valeur algébrique. Soit a le plus 
petit angle positif que fait la direction y'j/, avec la direction ap'r. 
Considérons d*abord un segment positif AB. D'après le théo- 
rème précédent on a 

ab = a cos a 
comme le segment est positif on a dans ce cas 



par suite on aura 



« = .V 



a6 = j/cosa 



c{) qui justifie le deuxième énoncé dans ce premier cas. 

Prenons maintenant 
yy -, le segment négatif AB. 

Nous aurons d'après 
le théorème précédent 







abr=a cos a' 



Xf 



mais on a 



b eu 

Fig. i3. 



C08a= — cos a 



et comme le segment est négatif 



m aura par suite 



« = -?/ 



«0 = y cos a 



(;e qui justifie le deuxième énoncé dans le cas d*un segment né- 
gatif. 

Corollaires. On aura, avec ce deuxième énoncé, des corollaires 
analogues à ceux qui figurent à la suite du premier énoncé ; seu- 
lement, dans ce deuxième cas, /représentera la valeur algébrique 
d'un segment, a Tangle que fait la direction positive relative au 
segment avec la direction des projections positives; mêmes re- 
marques pour les notations relatives à la résultante. 

Remarque. Il est bien évident que tous les théorèmes précé- 
dents démontrés pour un axe de projection x*x subsisteront pour 
tous les axes parallèles au premier et dirigés dans le même sens. 
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Nous avons dit dès le commencement que le but principal de 
la géométrie analytique était Tapplicalion de l'algèbre à l'élude 
des propriétés des figures géométriques. 

Il y a lieu de distinguer deux cas suivant que nous voulons 
étudierles propriétés des iigures planes, ou celles des figures de 
l'espace. 

Nous nous occuperons d'abord des lignes planes. 

Une ligne plane est bien déterminée quand on connaît la posi- 
tion de tous ses points dans le plan. 

Nous devons donc, avant tout, indiquer comment on détermine 
sur un plan la position d'un point. 

On détermine la position d'un point dans un plan au moyen de 
deux quantités que Ton nomme les coordonnées du point. 

Il y a une infinité de systèmes de coordonnées , nous indiqueron^i 
seulement pour le moment le système le plus simple et le plus 
fréquemment employé ; c'est le système des coordonnées recii- 
lignes, 

COORDONNÉES RECTI LIGNES 

Soient deux droites ou axes fixes XX' et YY' tracées dans le plan ; 
ces deux droites se coupent en un point 0. La position d*un 
point quelconque M du plan sera déterminée par l'intersection de 
deux droites AA', BB' parallèles aux axes. La position de la pa- 
rallèle A A' est bien déterminée par sa distance OP à Taxe YY\ 
distance comptée sur l'autre axe, et par le sens dans lequel cette 
longueur est comptée. Pour indiquer dans quel sens cette lon- 
gueur est comptée, on convient d'adecter la distance OP du 
signe -j- si elle est portée sur OX par exemple, du signe — si 
elle est portée sur OX'. 

De même la position de la parallèle BB' est bien déterminée 
par sa distance OQ, à l'axe XX', distance comptée sur le second 



30 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 



axe et prise avec le signe + ou le signe — -, suivant qu'elle esl 
portée sur oY ou oY'. 

Ces deux longueurs OP, et OQ (affectées cliacune du signe 
convenable), qui déterminent ainsi la position des deux parallèles, 
et par conséquent le point M, sont les coordonnées rectilignes de 
ce point. On les désigne ordinairement par les lettres x et y. La 
coordonnée désignée par x porte plus particulièrement le nom 
à'abscisse, l'autre %j celui d'ordonnée. Les deux droites flxes 
XX' et YY' s'appellent les axes des coordonnées ; la première esl 
Taxe de x, ou Taxe des abscisses, la deuxième Taxe des y, ou 
Taxe des ordonnées. Le point 0, h partir duquel on compte les 




coordonnées sur chaque axe, dans un sens ou dans l'autre, prend 
le nom à^origine des coordonnées. Nous pouvons dire que les 
coordonnées du point M sont les segments algébriques OP 
et OQ. 

Si l'on donne hx et à t/ toutes les valeurs possibles positives ou 
négatives, en d'autres termes, si Ton fait varier x et t/ de 
— 00 à + 00 , on obtient tous les points du plan ; d'ailleurs chaque 
couple de valeurs donne un point et un seul. 

Donnons maintenant quelques exemples. 

Les coordonnées du point M sont 



ar = OP 

y=00 
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celles du point M' sont 

a?== — OP' 
?/ = 00' 
celles du point M" 

x = — OP", t/ = — OQ" 

celles du point M** 

ar = OP", . j/ = — OQ". 

Nous voyons alors que les deux axes YY' XX' partagent le plan 
en quatre régions bien distinctes. 

La région 1 comprend tous les points dont les deux coordonnées 
sont positives. 

La région II comprend tous les points d'abscisses négatives 
et d'ordonnées positives. 

La région III comprend tous les points d'abscisses et d'or- 
données négatives. 

La région IV comprend tous lés points d'abscisses positives et 
d'ordonnées négatives. 

Enfin, nous voyons que des deux axes XX' et YY' le premier 
XX' comprend tous les points du plan dont l'ordonnée est nulle, et 
que le deuxième YY' comprend tous les points du plan dont 
l'abscisse est nulle. 

Il est facile de voir que 
des points M et M' situés sur 
une même droite MM' passant 
par l'origine, et à égale dis- 
tance de cette origine, ont 
des coordonnées égales en 
valeur absolue mais de signe 
contraire. 

Proposons-nous maintenant de déterminer la position d'un 
point dont on donne les coordonnées. Soit par exemple 

F- 
a? =3 

2/=-4 

Je prends sur OX une longueur OA égale à 5, sur oY' une Ion. 
gueur OB égale k 4. Par les points A et B je mène les parallèles 
aux axes, leur intersection me donne le point demandé. 

Dans la suite nous désignerons souvent un point par ses coor- 
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données placées entre parenthèses. Ainsi quand' nous dirons: 1«; 

point M (x',y')j il faudra enten- 
dre : le point M dont les coor- 
données sont x' et y'. 

Nous ferons remarquer que 
les deux coordonnées du point 
M sont les projections de la 
droite OiM sur les axes OX el 
oy, la projection sur chaque 

axe se faisant parallèlement à Tautre. 




Y 





M 






P 


X' 

y 




X 



Coordonnées rectilignes rectangulaires. 

Ordinairement on trace les axes flxes perpendiculaires entre eux. 
On dit dans ce cas que les coordonnées sont rectangulaires. 
Dans ce cas les coordonnées du point M sont les distances de 

ce point aux deux axes, ce sont 
aussi les projections orthogonales 
de la droite OM sur les deux axes. 
Maintenant que nous savons dé- 
terminer la position d'un point 
dans un plan, nous, allons montrer 
comment on peut atteindre ce but 
de la géométrie analytique : ap- 
pliquer les procédés de l'algèbre 
à Tétude des propriétés des figures 
planes. 

Considérons dans le plan une courbe quelconque G et traçons 
dans le plan un système quelconque d'axes de coordonnées ox, oy. 

Prenons sur Taxe des 
X un point quelconque P 
et menons par ce point 
une parallèle à Taxe des 
y. Cette droite rencontre 
la courbe en un ou plu- 
sieurs points, tels que M. 
Ce point M a comme abs- 

„. o cisse OP et comme ordon. 

Fig. 18. 

née PM . Nous voyons 
alors que quand nous connaissons l'abscisse d'un point de la 



Fig. 17. 
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courbe, nous pouvons déterminer l'ordonnée correspondante. 
Celle ordonnée peut donc être considérée comme une fonction de 
l'abscisse, prise comme variable indépendante. 

Lorsque les différents points de celte courbe G jouissent d'une 
même propriété géométrique, nous pouvons, en général, traduire 
algébriquement celte propriété que possède un point quelconque, 
par une relation entre les coordonnées de ce point, cette rela- 
tion conservant la même forme quel que soit le point considéré. 

Soit 

cette relation de forme constante. 
Nous disons que cette équation est celle de la courbe G. 
Nous énoncerons alors le théorème suivant : 



Une ligne plane peut être représentée , en général, par une équa- 
tion entre les coordonnées d'un quelconque de ses points. 

Nous pouvons déduire de cette équation par les procédés de 
l'algèbre toutes les propriétés géométriques que nous connais- 
sions de la courbe G, et même nous pouvons, dans certains cas, 
en découvrir d'autres, qu'il aurait été très difficile de trouver en 
appliquant les procédés de la géométrie. 

Prenons maintenant la question réciproque de la précédente. 

Vhéorème. 

Une équation 

(i) /I^»y)=«' 

entre les coordonnées xet y représente en général une courbe. 

Si nous prenons l'abscisse a: comme variable indépendante, cette 
relation définira l'ordonnée y comme fonction de l'abscisse. 

Supposons d'abord qu'à une valeur de x corresponde seulement 
pour y une valeur. Construisons maintenant dans le plan le point 
qui a pour abscisse la valeur considérée pour ar, et pour ordonnée 
la valeur correspondante de y. Lorsque nous ferons varier z 
d'une manière continue entre certaines limites, ce point se dépla- 
cerad'une manière continue et engendrera une certaine courbe G. 

lUBKR ET WSILL. 3 
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Nous disons que cette courbe est représentée par l'équation (i). 
Supposons maintenant qu'à une valeur de x correspondent 
p valeurs de y, et soit 

i/ = F,(x), // = F,(;r) !/ = F^(x) 

ces différentes valeurs. Si nous répétons, pour chacune de ces 
équations, ce que nous avons dit dans le premier cas, nous déter- 
minerons dans le plan p arcs de courbes ^„ c^,c . Il peut se pré- 
senter alors plusieurs cas particuliers. 
Dans un premier cas il peut arriver que les courbes c^,c^, c ne 

soient en réalité que des arcs distincts d'une même courbe, et 
dans ce cas nous dirons que l'ensemble de tous ces arcs constitue 
une ligne représentée par l'équation (i). 

Dans un deuxième cas, il peut arriver que ces courbes soient 
essentiellement distinctes, et dans ce cas il serait plus exact de 
dire que l'équation (i) représente plusieurs lignes. 

EnOn dans un troisième cas, un certain nombre de ces courbes 
r,, c„ ... r , peuvent constituer différentes parties d'une même 

ligne, et les autres des courbes distinctes. Gomme dans le deuxième 
cas il serait plus exact de dire que l'équation (i) représente plu- 
sieurs lignes. 

Nous voyons déjà, d'après ces dernières remarques, qu'il était 
essentiel de mettre en général dans l'énoncé du théorème pré- 
cédent. 

Nous allons maintenant considérer d'autres exceptions. Je dis 
({ue dans certains cas l'équation (i) peut ne représenter que des 
points isolés. Considérons, en effet, l'équation (i) lorsqu'elle est 
de la forme 

(>) [A(*.y)]'+fA(=f.y)]^="- 

Nous voyons que dans ce cas l'équation n'est vérifiée que par 
les systèmes de valeurs de x et de y pour lesquels on a en même 
temps 

(3) A(^,y) = o 

(4) f^{x,y) = iu 

Ces valeurs ne son t pas autre chose que les coordonnées des points 

communs aux courbes représentées par les équations (3) et (4). 

Je dis enfin qu'il peut arriver que l'équation (i) ne soit vérifiée 
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parles coordonnées d aucun point du plan. C'est ce qui arrivera 
lorsque par exemple réquation sera de la forme 

(5) [/',{^,y)*+[A{x,y)]^+K«=o. 

Nous dirons dans un but de généralisation que Téquation (3) 
représente une ligne imaginaire. 

TRANSFORMATION DES COORDONNÉES. 

Nous avons dit précédemment que nous étudierions les pro- 
priétés d'une ligne plane en nous servant de Téquation 

de celte courbe par rapport à un système d'axe yox, 11 peut 
arriver qu'en rapportant la courbe à un système d'axes particu- 
liers, l'équation de cette courbe présente une forme plus simple, 
permettant d'étudier plus facilement les propriétés de la courbe. 
Nous nous proposons alors de résoudre le problème suivant : 
Étant donnée téquation d'une courbe C par rapport à un cer- 




Kig. 19. 

tain système d'axes yox, trouver Téquation de cette courbe par 
rapport à un nouveau système d^axes y^o^x^. 

Pour résoudre ce problème, nous chercherons à exprimer les 
coordonnées (x, y) d'un point quelconque M de la courbe C, dans 
le premier système d'axes en fonction des coordonnées a?p y, de 
ce même point dans le deuxième système. Supposons que nous 
avons trouvé les relations 

W ^=?i(^i.î/i) 

(3) y=?2(^nyi)- 
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Si maintenant dans Téquation (i] nous remplaçons x ei y par 
ces valeurs, nous aurons Téquation 

(4) /T?i(^i»î/i)»?2(^i»yi)]=o 

entre les coordonnées x^y^ d'un point quelconque de la courbe C, 
par rapport au deuxième système d*axes, ce sera par définition 
Téqualion de cette courbe par rapport au deuxièncie système 
d'axes. 

Pour arriver h cette équation (4), il faut, comme on Ta dit, ré- 
soudre le problème suivant : 

Problème. 

Trouver les relations entre les coordonnées xy cTun point M par 
rapport à un système d*axes yox, et les coordonnées x^^y^ de ce 
même point par rapport à un nouveau système d'cuces y,o,Xt. 

Pour éviter de faire la figure dans une position particulière, 
nous ne ferons pas de figure. Nous désignerons par P et A les 
points où des parallèles à Taxe oy menées par les points M et 0, 
couperaient Taxe ox, par P, le point où une parallèle à o^y^ me- 
née par le point M couperait Taxe ox^. Nous désignerons par 6 
Tangle yox. Nous déûnirons le nouveau système d*axes par les 
coordonnées a et 6 de la nouvelle origine par rapport au premier 
système d'axes, et par les angles a et p que font les directions 
oa?j et 0^1 avec la direction ox. 

Considérons maintenant les de.ux contours OPM et GAOïP^M, 
fermés par la même droite OM, et projetons-les orthogonale ment 
sur un même axe L'L, nous aurons 

(0 p.OP + p.PM = p.OA + p.A04 + p.OiPi+j5.P,M. 

Nous désignerons par X Tangle que fait la direction positive de 
Taxe L'L avec la direction ox. 

Évaluons maintenant chacune des projections qui figurent dans 
Véquation (i). Rappelons que, en grandeur et en signe, les 
segments algébriques OP et PM sont les coordonnées x et ^ du 
point M dans le premier système d'axes, on a de même 

OA = a, A0, = 6, 0,Pi = Xp P,M=y,. 

On a 

p.OP = a: cos (Oar, L'L) = x cos (L'L, Ox) = x cos >. 
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Nous avons de même 

j9.0A = acosX. 

Evaluons maintenant la projection du segment PM ; on a 

p.PM = ï/cos(Oi/,L'L). 

Nous distinguerons deux cas suivant que le plus petit angle 
positif Xj de L'L avec ox est plus petit ou plus grand que ô. Si 
nous supposons la direction L'L transportée parallèlement à elle- 
même en 0, nous aurons alors Tune ou l'autre des figures 
suivantes : 





Dans le premier cas le plus petit angle positif de oy avec OL est 
— X,, alors nous avons 



cos (Oy, L'L) = cos (0 — X,) 



et comme 



X=X, -f- 2K7C 
ùous pourrons écrire d'une manière plus générale 

cos (Oy, L'L) = cos (6 —• X). 
Dans le deuxième cas on aurait de la même façon 



et par suite 



cos (L'L, Oy) = cos (X — G) 



cos (Oy , L'L) = cos (6 — X). 
On a donc dans tous les cas 



p.PM = ycos(6 — a). 



Nous avons de même 



p.AOi = 6cos(ô — X). 
Considérons maintenant la projection du segment OjPj, on a 

p.OjPj :=Xj cos (OjXj, L'L). 
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Si nous désignons par a le plus petit angle positif que fait la 
direction o^x,, avec la direction ox, nous aurons dans tous les 
cas, en raisonnant comme précédemment 

cos (Oia?p L'L) = cos («j — X,) 
et comme 

nous pourrons écrire 

cos (OiXj, L'L) =: cos (a — X) . 

Nous aurons donc dans tous les cas 

p.O,P, = a;, cosfa — X). 

On aura de mémo dans tous les cas 

p.P,Mi = y,cos(p-X) 

en remplaçant dans Téquation (i) nous aurons 

(a) y cos X-f- y cos (8 — X) = acosX + ôcos(ô — X) 

+ ar, cos(« — X)-|-ytCOs(^ — X). 

Pour trouver les formules cherchées, nous allons maintenant 
profiter de l'indétermination de X de façon à faire disparaître 
successivement dans Téquation (ti) le terme en y et le terme en x> 

Pour faire disparaître le terme en y nous poserons 

0— x = - 

a 
c'est-à-dire que nous prendrons 

a 
en remplaçant dans Téquation (a) nous aurons 

arcosfô j=acos(ô j+JCiCOs( a — O-f-WyiCosf ^ — G f - j 

ou bien 

X sin 6 = a sin 6 4- ar, sin (6 — a) -f ?y , sin (6 — p) 

d'où nous tirons 

^ , ar,sin(e — «) + ?/, sin (e — ft) 

smô 
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Pour faire disparaître le terme en x^ nous poserons 



2 

en remplaçant dans (2) nous aurons 

y cos (0 — *-\=zb cos f ) + iPf cos (a ) + 2/i cos i^ — ^ j 

ou bien 

y sin 6 = 6 sin 6 + ar , sin a + Vi sin ^ 

d*où nous tirons 

, , X, sin a -I- Vi sin p 
' sm 6 

Nous avons alors pour les formules cherchées 

^ ' , . X, sina-i-v, sinP 

'^ ^ sin e 

11 est très important de faire remarquer que x ei y sont des 
fonctions linéaires de a?, et de y, ; réciproquement, si on résolvait 
ces relations par rapport à x, et y, on aurait des fonctions 
linéaires de x et de y. 

Nous pourrons ensuite déduire de ces formules, qui sont com- 
plètement générales, celles qui correspondront h. tous les cas 
particuliers qui pourront se présenter. Nous examinerons seule- 
ment les suivants : 

1** Nous supposons que les nouveaux axes ont les mêmes di- 
rections que les premiers, on a alors 

a = aKTf p = uKi: + ^ 
les formules (3) nous donnent 

/,v x = a + x, 

1^ On passe d'un système yox à un système y,ox, ayant la 
même origine, on a alors 
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les formules (3) nous donnent 

r, sin(6 — a)+y,sin(Ô — fi) 



ar=: 



^ ' x^sina + y, sinp 

•^~ sind 



3* On passe d*un système d'axes rectangulaires à. un système 
d'axes obliques ayant la même origine. Si nous faisons alors 

6 = -dans les formules précédentes nous aurons 



x = x, cosa + j/jCOS^ 
^ y = a?, sina + î/isinfi. 

I® Nous passons d'un système d'axes rectangulaires à un sys- 
tème d'axes rectangulaires, ayant même origine. Si nous dési- 
gnons par a, et ^j les plus petits angles positifs que les directions 
oxj et oyj font avec ox, nous avons 

p = 2K'ir-|-p, 

mm 

Nous distinguerons deux cas suivant que Pj = a, ±-, c'est- 
à-dire suivant que 

P = 2Kic-|-a=F-. 

Dans le premier cas, les formules (6) nous donneront 

. . ar = ar, cosa-f-î/jSina 

^'^ y = .T,sina — ?/,cosa. 

Dans le deuxième, ces formules nous donnent 

ar=a:, cosa — t/,sina 
(8) * . , ^* 

^ ' »/ = ar,sma-|-?/iCOsa. 

fi° Nous passons d'un système d'axes obliques à un système 
d'axes rectangulaires ayant même origine. Deux cas peuvent se 
présenter comme précédemment, suivant que 

p = ^Ktt -j- a ^ - 
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les formules (5) nous donnent dans le premier cas 

ar,sin(6 — a) + y^cos(6 — a) 

(9) '" 7^' 

^^' x.sma — v, cosa 

'' sm 6 

et dans le deuxième 

j?, sin(ô — a) — y j cos(6 — «) 

Ûfj ' ' " i ■ ■■■■ ■■■■ ■ I.IIIBI 

, , sinô 

(10) . , 

^ ' a?,sma + V«COSa 

-^ sm6 

CLASSIFICATION DES COURBES RAPPORTÉES A DES COOR- 
DONNÉES RECTILIGNES. 

Soit f (Xy y) = 0, Téquation d'une courbe, dont le premier 
membre est un polynôme entier en x oiy ; on obtient une pareille 
équation après avoir effectué sur a? et y une suite d'opérations 
comprises parmi les six opérations élémentaires, savoir: l'addition, 
la soustraction, la multiplication, la division, l'élévation aux puis- 
sances et l'extraction de racines, ces deux dernières opérations 
ne portant que sur des exposants ou indices constants, c'est-à-dire 
indépendants de x et de y; par des calculs déterminés, on peut 
alors faire disparaître les radicaux de manière que l'équation de 
la courbe ait la forme indiquée ; la courbe est dite algébrique. 

On dit que la courbe représentée par l'équation ainsi obtenue 

7(x,2/) = o 

est du degré m, lorsque la somme des degrés de ar et de y dans 
les divers termes de la fonction f {x, y) atteint et ne dépasse pas m. 
On appelle courbes transcendantes, les courbes dont l'équation 
ne peut être mise sous la forme considérée. 

CLASSIFICATION DES COURBES ALGÉBRIQUES. 

Une des classifications les plus importantes des courbes algé- 
briques est celle qui résulte de leur degré; on considère comme 
faisant partie d'une même classe les courbes d*un même degré »i. 

L'importance de cette classification résulte de ce que le degré 
n'est pas modifié par une transformation de coordonnées. 
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fin effet» Téquation de la courbe élanl 

(i) /l^y)='> 

dans un certain système d*axes, sera 

(a) (p(x'y') = <, 

dans un deuxième système d'axes. Or, les formules de transforma- 
tion étant linéaires, le degréderéquation(2) en â/, y\ne peut être 
supérieur au degré de Téquation (i) en x, y; il ne peut lui être 
inférieur; autrement, en revenant aux axes primitifs, le degré 
devrait s'élever. 

Les courbes algébriques jouissent des deux propriétés sui- 
vantes : 

Théorème. 

Une courbe algébrique de degré m ne peut être rencontrée par 
une droite en plus de m points. 

Puisque le degré de la courbe est indépendant des axes coor- 
données, prenons la droite donnée comme axe des x, et soit 

Téquation de la courbe, et m son degré. 

Nous savons que Taxe des x est le lieu des points du plan dont 
les ordonnées sont nulles, par conséquent j'obtiendrai les abscisses 
des points d'intersection de la droite CD et de la courbe AB, en 
faisant v = o dans l'équation (i) et en résolvant l'équation 

ainsi obtenue. L'équation (i) étant du degré m en x et en y, cette 
équation (ti) sera au plus du degré m en or et elle admettra alors 
au plus m racines. Il y aura donc au plus m points communs à la 
courbe AB et à la droite CD. 

Remarque. — Si l'équation (a) admettait plus de m racines ce 
serait alors une identité, et elle serait vérifiée quel que soit x. 

Dans ce cas il serait alors plus exact de dire que l'équa- 
tion (i) représente une droite, et une courbe du degré (m-i). On 
dit souvent dans un but de généralisation qu'elle représente une 
variété des courbes de degré m. Dans ce cas l'équation (i) pourra 
se mettre sous la forme (A x -}- B y -j- c) f^ (x, y) = o. 
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Théorème. 

Pour que deux équations de degré m représentent la même ligne 
il faut et il suffit que les coefficients des termes semblables des deux 
équations soient proportionnels. 

Soient 

/(jr, y) = o 
/i('P.y) = f> 

les deux équations considérées 

Ordonnons les premiers membres de ces deux équations par 
rapport aux puissances décroissantes de y, nous aurons les deux 
équations 

(i) A/-f (Ba: + C)/"* + (Dx +Ex + F)/'"'+^.... = ^' 
(a) A,y" + (Bx, + C,)/'"' + (D,x>E,x + F,)/'"'+ =o 

Nous allons d'abord démontrer que la condition est nécessaire. 

Les deux équations (i) et (a) représentant la même courbe, à 
une même valeur de x correspondront les mêmes valeurs de y, 
nous aurons par conséquent la suite de rapports égaux 

A Bjr+C Djp^ + Ex + F 



Aj B,x + C, D,x»-hEiX + F, 

et comme cela doit avoir lieu quel que soit x, nous aurons d'après 
un théorème relatif à la division des polynômes entiers en x 

A __B _G _D _E^_F^_ 
A.-B.-G^-^D.-E,-"?.- 

c'est-à-dire que la condition est nécessaire. 

Cette condition est évidemment suffisante, car si elle a lieu, on 
obtient une des équations en multipliant les deux membres de 
Tautre par un même nombre. 

DIVISION DU PLAN EN RÉGIONS PAR UNE LIGNE SITUÉE 

DANS LE PLAN. 

Considérons dans le plan une ligne G, soit 

f{x,y] = o 

l'équation de cette ligne rapportée à un système d'axes yox. 
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Fig. 21. 



Nous disons que deux points du plan sont dans une même ré- 
gion par rapport à la courbe C, lorsque Ton peut déterminer un 

chemin permettant d'aller 
de l'un à lautre de ces 
points sans rencontrer la 
courbe C. Nous voyons 
alors, en partant de cette 
définition» que dans Texem- 
ple actuel la ligne G par- 
tage le plan en quatre ré- 
gions Rp Rg, R3 et R4. 

Nous allons montrer 
maintenant que si dans le 
premier membre f [x, y) de 
l'équation de la ligne, nous 
remplaçons xeiy par les coordonnées d'un point du plan, le ré- 
sultat de la substitution a toujours le même signe pour tous les 
points situés dans une même région. Nous supposerons pour faire 
la démonstration que la fonction f (a:, y) est une fonction algé- 
brique entière. 

Considérons par exemple les deux points A (a:,, y^) et B (x^, y^) 
situés dans la région R,; je dis que f(x^y y^) et f (ar^, y^) sont de 
même signe. Je remarque d'abord que je peux aller de A en B en 
suivant le chemin A a A B; j'appellerai y' l'ordonnée de a. 

Dans la fonction /" (a?, y) remplaçons x par x^j nous avons alors 
la fonction f (ar^, y) d'une seule variable y» Cette fonction est 
continue; alors comme la droite Aa ne rencontre pas la courbe, 
cette fonction conserve le même signe quand y varie de yj à y' ; 
donc f [x^, yj et f{x^y y') sont de même signe. 

Remplaçons maintenant dans / {x, y), y par y', nous avons 
alors une fonction continue f (x, y') d'une seule variable x. La 
droite a ô ne rencontrant pas la courbe C, on voit comme précé- 
damment que f{x^j y') et f{x^, y') ont le même signe. 
On voit de même que f(x^, y') eif{Xç^f y^) sont de même signe. 
On voit donc définitivement que/'(x,,yj) et f{x^,y^) ont le 
même signe. 

On raisonne absolument de lamême façon pour lesautresrégions. 
Quand pour les points d'une région le résultat de la substitution 
est positif, on dit que la région est positive, dans le cas contraire 
on dit que la région est négative. 
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DISTANCE DE DEUX POINTS 

Nous supposons d'abord qu'un des deux points est confondu 
avec l'origine. 

Soit M {x, y) le second point con- 
sidéré. 

Je représente par d la distance 
cherchée OM. 

Je considère le contour OPM 
fermé par la droite OM. Nous aurons, 
quel que soit l'axe de projection, 

(i) p.0P4-p.PM=p.0M. 

Je désigne par a et p les angles de OM avec les axes ox et oy. 
Je projetterai d'abord orthogonalement sur ox, j'aurai 

p.OP =: Xy p.PM = y cos (Oy , Ox) = y cos ô, 
p.OM = d cos (OM, Ox) = d cos a 

en remplaçant dans l'équation (i) nous aurons 

{7) x + ycosô = rfcosa. 

Projetons maintenant sur oy, nous aurons 

p,OP = x cos (Ox, Oy) = X cos (Oy , Ox) = x cos 6, 
p.PM = j/, p.OM = rf cos (OM,Oy) = rf cos p 

en remplaçant dans l'équation (i) nous aurons 

(3) X cos ^-{-y = d cos p. 

Projetons enQn sur OM, nous aurons 

p.OP=a:cos(Ox, OM) = j:cos(OM,Ox) = xcosa, 
p.PM = y cos ( Oy , OM) = y cos (OM, Oy) = y cos ,ft, p.OM = d 

en remplaçant dans (i) nous aurons 

(4) xcosaL4-ycosp = d. 

Si maintenant nous multiplions par x les deux membres de 
l'équation (2) et par y les deux membres de l'équation (3), nous 
aurons en ajoutant membre à membre les 2 équations obtenues 

x^ + 2xy cos 6 -f- y ^ = d{x cos a + y cos p) 
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ce qui nous donne en tenant compte de Téquation (4) 

d} := x^ + 2x1/ cos 6 "(- y* 
d'où 



(5) (/ = y x* -f ixy cos 6 + y* 

nous avons ainsi la distance d en fonctions des coordonnées du 

point M. 
»^ . - Considérons main- 
^'•^ tenant deux points 
quelconques M' (a/, 
y% W [x\ yy 

Transportons les 
axes de coordonnées 
parallèlement k eux- 
mêmes, en prenant 
comme nouvelle ori- 
p. ^3 gine un point 0, con- 

fondu avec le point 
M' ; les formules de transformation seront, comme nous le savons 




(«) 






si nous désignons par cf la distance cherchée nous aurons, d'après 
le premier cas 



(7) dz= vxï^ + ^^'l'y'i cos e + y';* 
mais d'après les formules (6) nous avons 

Il r 

X^ =X" — X 

tl II > 

yi=.v — // 

en remplaçant dans la formule (7), nous avons pour la distai\ce d 
en fonction des coordonnées des deux points M' et M" 

(8) d = \i(x' - xy + 2(x" - x'){y" - y') cos ^ [y'' - ;/')«. 
Dans le cas des axes rectangulaires, les formules (5) et (8) 

■ 

deviennent 



d=\ixi-\-y^ 



d=sl{x'-xj + {y'-y')\ 
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Théorèflie !• 

Léquation du premier degré à deux variables 
(i) \x + By + C = o 

représente une ligne droite. 

N.ous allons examiner les différents cas particuliers qui peuvent 
se présenter suivant que tels ou tels des coefficients A, B, G sont 
nuls. 

Nous laisserons de côté pour le moment le cas singulier où A=o, 
B = o et où l'équation prend la forme 

C=o 

nous l'examinerons plus loin. 

Alors en supposant que deux coefficients sont nuls, nous avons 
à examiner les deux cas suivants 

A = f» B = o 

C = o C = o. 

Supposons d'abord A = G, C = o, l'équation se réduit à By = o 
et comme B est différent de zéro elle peut se mettre sous la 
forme 

{'2} y=o. 

Or, nous savons que, quelle que soit leur abscisse, les points de 
l'axe des x seuls ont une ordonnée nulle, donc l'équation (a) 
représente l'axe des a:, c'est-à-dire une droite. On verrait de la 
même façon que dans le cas où B = o, C = o, l'équation qui se 
réduit à \x= o, ou 

(3) x=o 

représente une droite confondue avec l'axe des y. 
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Supposons maintenant qu'un seul des coefficients est nul, nous 
avons alors à examiner les trois cas suivants 

A=o, B=o, C=o. 

Supposons d'abord A = o, l'équation devient 

By + C = o 

et en la résolvant par rapport à y 



et en posant 



1 = -B 



-B- 



nous avons l'équation 

(0 



y = b. 



Si nous prenons sur Taxe des y, dans le sens convenable, une 

longueur égale à la valeur abso- 
lue de b^ et si par le point C ainsi 
obtenu, nous menons une droite 
AB parallèle à l'axe des x, nous 
voyons que, quelle que soit leur 
abscisse, les différents points de 
cetle droite ont seuls comme 
ordonnée b. L'équation (4) re- 
présente donc cette droite AB. 

Si nous prenons maintenant le 
cas où B = o, l'équation devient 

Ax+C = o 




Fig. 3i 



et en la résolvant par rapport à x 



^"~ A 



T- ou 



('■)) x=:a 



en raisonnant d'une façon analogue à la précédente on verra 
qu'elle représente une droite DF parallèle à l'axe des y. 
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Supposons maintenant que Ton ait C = o, l'équation devient 
alors 

Aar-}-By = o 
et en la résolvant par rapport à y 



y=~ëx 



OU (6) f/=ax 



en posant 



A 



Nous distinguerons deux cas suivant que a est positif ou négatif. 
Nous voyons que dans les deux cas Téquation représente une 
ligne passant par l'origine puisque les coordonnées x = o» y = o, 
de ce point vérifient l'équation (6). Supposons d'abord a > o, on 
voit alors d'après Téquation (6) que les coordonnées d'un point 
quelconque de la ligne 
qu'elle représente sont de 
même signe, donc ces dif- 
férents points seront situés 
dans Fangle yox et dans 
son opposé par le sommet. 

Je vais démontrer que 
tous ces points sont situés 
sur une même droite pas- 
sant par l'origine. 

Pour cela je considère 




Fig. a5. 



un point quelconque de la ligne représentée par l'équation (6) el 
je mène la droite OM. Maintenant je prends un autre point quel- 
conque M' de cette ligne et je vais prouver qu'il est situé sur OM. 
Puisque les deux points M et M' sont des points de la ligne 
représentée par l'équation (6) leurs coordonnées vérifient l'équa- 
tion de cette ligne et nous avons 



MP = a.OP 



M'P' = a.OP' 



de là nous tirons 



MP 
OP 



M'P' 






OP 



Imbbr et Weill. 
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NfMiè voyons; alors que les deux triangles OMP, OM'P' sont 
semblables comme ayant un angle égal compris entre côtés pro- 
portionnels. Alors les angles MOP, M'OP' sont égaux, et par 
suite le point M' se trouve sur la ligne OM. Si nous prenions un 
point quelconque de la ligne dans 1 angle x*oy\ le point M', nous 



aurions 



par suite 



— MT"=F — «OP^ 



MP 
OP 



OP' 



On voit alors que les deux triangles OMP et OM"P* sont aussi 
semblables pour là même raison que précédemment, et on voit 
de même que le point M" doit se trouver sur la ligne OM. Or, les 
points M, M' et M' sont des points quelconques de la ligne repré- 
sentée par l'équation (6), par conséquent tous les points de cette 
ligne sont situés sur une même droite passant par l'origine. 

Si a est négatif, en raisonnant de la môme façon on verra que 
l'équation (6) représente encore une droite passant par l'origine; 
mais cette fois les différents points de cette droite sont situés 
dans l'angle yox^ et dans son opposé par le sommet. 

Prenons enfin le cas où les trois coefficients sont différents de 
zéro. 

Nous emploierons dans ce cas plusieurs méthodes pour démon- 
trer que l'équation représente une ligne droite. 

i'"® méthode, — Si nous résol- 
vons l'équation (i) par rapport à 
y nous pourrons la mettre sous la 
forme 




J/^-B^-B 



ou 



Fig. 26. 



(7) 
en posant 



y = ax + 6 



§=''• 



c . 



Si nous considérons l'équation : 
(8) yz±iax 
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nous savons d'après ce qui précède qu'elle représente une 
droite AB passant par Torigine. Si nous comparons les deux 
équations (7) et (8) nous voyons qu'elles représentent deux lignes 
telles que deux points de ces lignes qui correspondent à une même 
abscisse ont une différence d'ordonnée égale à la constante b. Il 
résulte de cette remarque que l'équation (7) représente une droite 
CD parallèle à AB et rencontrant l'axe des y en un point F dont 
l'ordonnée est égale à b. 

a* mélhofie, — Si dans l'équation (7) nous faisons a? = o, nous 
aurons y = b, alors en pre- 
nant sur Taxe des y dans le 
sens convenable une longueur 
égale à la valeur absolue de b, 
nous avons le point C où la 
ligne représentée par l'équa- 
lion (7) rencontre l'axe des y. 
Prenons maintenant dans le 
plan deux points quelconques 
M et M' de la ligne représen- 




Fig. i-j. 



tée par Téquation (7). Puisque ces points appartiennent h cette 
ligne nous aurons 

MP = a.OP+ b, M'P' = a.OP' + b 



de là nous tirons 



MP — 6 M'P' — ^ 



OP 



OP' 



= a 



ou 



»'n/ 



MP — PR MT' — FR 



CR 



'L>/ 



CM 



a 



ou 



MR 
CR 



CR' 



a. 



Si nous considérons les deux triangles CMR, CM'R', nous voyons 
alors que ces deux triangles sont semblables comme ayant un 
angle égal compris entre côtés proportionnels, par suite l'angle 
M'GR' est égal à l'angle MGR, ce qui prouve que le point M' est 
sur la droite CM. Alors comme les points M et M' sont des points 
quelconques de la ligne représentée par l'équation (7), nous 
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voyons que tous les points de celte ligne sont situés sur une 

même droite passant par le point G« 
3* méthode. — Soient A et B deux points quelconques de la 

ligne représentée 
par Téqnation (i). 
Faisons un change- 
ment d*axes et pre- 
nons comme axe 
des x' la droite AB 
et pour origine le 
point A. Nous sa- 
p. g vous que Téquation 

de la ligne cherchée 

sera encore du premier degré, c'est-à-dire de la forme 

(9)* AV + By + C' = o. 

Cherchons les valeurs des nouveaux coefficients A', B', C, puis- 
que l'origine A est un point de la ligne représentée par (9) on 
devra avoir C = o. L'équation est donc de la forme 

(10) AV + By = o. 

Le point B appartient à la ligne, ses coordonnées -; doivent 




vérifier l'équation (10), ce qui donne donc 

A'a = o 



y =0 



et comme a est diflerent de zéro, il en résulte que l'on doit avoir 

A'=:o. 

L'équation est alors de la forme 

(..) By=o. 

Comme l'équation ( 1 ) représente une ligne déterminée, il en est 
de même de l'équation (11) par conséquent, on doit avoir B' 
différent de zéro, et alors l'équation peut se mettre sous la forme 

(12) y' = o. 

Nous savons d'après ce qui précède que celte équation repré- 
sente Taxe des x', c'est-ôi-dire la droite AB, il doit en être de 
même pour l'équation (i). 
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DÉFINITION. — On appelle angle d'une droite AB passant par 
rorîgine, avec Taxe des x 1 angle dont il faut faire tourner Taxe 
des X dans le sens /*, pour 
venir rappliquer sur la droite 
AB. Il y a une infînité d'an- 
gles répondant à cette défi- 
nition, et comme on le voit 
facilement, tous les angles 
répondant h, cette définition 
sont donnés par la formule 

(i) to) = K'rc-}-a 

Fig. 39. 

a désignant le plus petit d'en- 

treeux, et Kreprésentant un nombre entier positif, pouvantétre nul. 

On voit d'après la formule (i) que tous ces angles ont la même 
tangente. 

On appelle angle /-^ 

d'une droite AB quel- 
conque, avec l'axe 
des X Tangle formé 
avec l'axe des x par 
une parallèle A'B', 
menée à cette droite 
par l'origine. 

Il y a par suite, 
d'après ce qui pré- 
cède, une infinité d'angles répondant à cette définition. Nous n'a- 
vons qu'à répéter pour ces angles ce quia été dit précédemment. 




Fig. 3o. 



Théorème 3. 

Une droite quelconque peut être représentée par une équation du 
premier degré. 

Examinons les différents cas qui peuvent se présenter. 

!• La droite se confond avec l'axe des x, son équation est dans 
ce cas y = o, puisque les points de cet axe sont les seuls points 
du plan dont les ordonnées soient nulles. 

2* La droite se confond avec l'axe des y. Son équalion est j:=o, 
puisque les points de cet axe sont les seuls points du plan dont les 
abscisses soient nulles. 
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3** La droite est parallèle à Taxe des x. Tous les points de celle 
droite ont une même ordonnée différente de celles des autres 
points du plan, alors si nous désignons par b la valeur de celte 
ordonnée en grandeur et en signe, nous aurons pour l'équation 
de la droite 

y = b. 

i° En raisonnant d'une façon analogue on voit que Téquafion 
d'une droite parallèle h l'axe des y est de la forme 

x = a, 

5* Considérons maintenant une droite passant par l'origine. 

Désignons par a le plus 
petit dos angles que 
nous pouvons considérer 
comme angle de la droite 
ABavec l'axe desar. Sup- 
posons en premier lieu 
que les différents points 
de la droite AB soient 
dans l'angle yox et dans 
son opposé par le som- 
„. .. met. Prenons d'abord un 

point quelconque M sur 
la région OB. Le triangle OMP nous donne la proportion 




MP 



sma 



OP sin(ô — a) 



ou 



smœ 



y 



X sin (6 — a) 



ou 



y 



smot 



sin(ô — a) 



X, 



Si nous considérons un point quelconque M de la région OA, 
le triangle OMP nous donne la proportion 



MP 



sma 



OP sin (0 — a) 



ligne; droite. 55 



ou 



d*oii nous tirons 



— y sina 

— X sin(ô — ») 



sina 

y-sm(ô-af- 



Nous voyons donc que nous avons entre les coordonnées d'un 
point quelconque de la droite la relation . 

sina 
-^ sin(0 — a) 

C'est donc là l'équation de la droite ; c'est une équation du pre- 
mier degré. 

« - sin a . , , , 

Remarque I. — -: — r est une constante dont la valeur ne 

sin(0 — a) 

dépend que de l'angle a que fait la droite AB avec l'axe des x. 

Pour cette raison on désigne cette constante sous le nom de 

coefficient angulaire de la droite. On le représente habituellement 

par a, et alors on met l'équation de la droite sous la forme 

yz=ax. 

Remarque II. — Je dis que Ton a aussi 

sin M 

a=.—. — ; r 

' sm(0 — oj) 

w désignant un quelconque des angles que l'on peut considérer 
comme étant l'angle de la droite AB avec ox, 
: Nous savons que l'on a 

00 r= Ktc -|- a 
d'où nous lirons 

a = to — Ktc. 

Nous pouvons alors écrire 

sina sin(w — K*ic) 



a = 



sin (0 — a) sin [6 — o» -f- Kir] 

Si K est pair, on a 

sin (to — K^) = sin ui 
sjn (0 — w -f- Ktc) = sin (6 — r w). 
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Dans ce cas nous aurons donc bien 



a = 



sinto 



sin(0 — «) 

Si K est impair, nous aurons 

sin {(o — Kit) = — sin (tf 
sin (6 — (0 + Kic) = — sin (6 

Dans ce cas nous aurons encore 



— w). 



smb) 



a = 



sin (6 — to) 



Supposons maintenant que les différents points de la droite ÂB 
soient dans Tangle yoj' et dans son opposé par le sommet. Prenons 
d*abord un point M dans la région 06. Le triangle MOP nous 

donne la proportion 



X' p 




MF 



sma 



OP sin(a — e) 



ou 



y 



?ma 



— X sin (a — 0) 
d'où nous tirons 



Fig. 33. 



y= 



smot 



sin(0 — a) 



a?. 



Il en serait de même pour un point quelconque M de la région 
OA. Nous avons donc là une relation entre les coordonnées d*un 
point quelconque de la droite, c*est par conséquent Téquation de 
la droite. Elle est absolument la même que dans le cas précédent. 
Dans tous les cas une droite passant par Torigine est représentée 
par une équation de la forme 



y= 



sma 



ou 



en posant 



a= 



sin(0 — 

yz=ax 
sinot 



ô' 



sin(0 — a) 
Remarque III. — Pour la même raison que précédemment on 
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donne encore dans le second cas à a le nom de coefficient angu- 
laire. 

Gomme dans le premier cas on ferait voir que l'on peut écrire 
aussi 

sinoD 



a = 



sin (0 — w) 



6* Considérons maintenant une droite AB située d'une manière 
quelconque par rapport aux axes des coordonnées. 

Pour démontrer que cette droite est représentée par une équa- 




Fig. 33. 



lion du premier degré nous emploierons différentes méthodes. 

i" méthode, — Faisons un changement d*axes, prenons la droite 
AB, comme axe des a?. L'équation de la droite par rapport au 
nouveau système d'axes est ?/ = o, équation du premier degré. 
Il en sera de même par rapport au premier système d'axes 
d'après un théorème général. 

a' méthode. — Menons par l'origine une parallèle A'B' à la 
droite AB. D'après ce qui précède l'équation de cette droite est 

y = ax. 

Il est bien évident que deux points M et N des deux droites qui 
correspondent à une même abscisse ont leurs ordonnées qui 
diffèrent d'une quantité constante indépendante de la valeur de 
l'abscisse considérée. Si nous désignons par b celte valeur cons- 
tante, nous aurons comme équation de la droite AB 

équation du premier degré. La constante b est évidemment égale & 
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Tordonnée du point G où la droite AB rencontre Taxe des y, 
pour cette raison on dit que b est Yordonnée à VoHgine de ia 
•droite AB.. 

3® méthode. — Prenons sur la droite AB un point quelconque M, 
et considérons le triangle GMR. Il nous donne ia proportion 

ME sina 



CR sin(ô— a) 

a ayant la même signiûcation que précédemment ; ce que nous 

pouvons écrire 

y — b sina 



X sin (6 — a) 

b étant Tordonnée du point G. Si nous posons comme précé- 
demment 

sina 



= a 



sin (8 — a) 

nous aurons la relation 

7/ — b 

X 

ou 

(i) y = ax-\'b, 

11 serait facile de vérifler^ comme on Ta fait pour une droite passant 
par Torigine, que l'on trouverait la même relation quelle que soit 
la région de la droite AB, sur laquelle on considère le point M. 
Gette équation (i) est donc Téquation de la droite, équation du 
premier degré. 

Remarque. — Pour la même raison que précédemment, on 
donne encore à a le nom de coefficient angulaire, et on ferait sur 
ce coefficient angulaire les mêmes remarques que celles qui ont 
été faites précédemment. 

DIFFÉRENTES FORMES SOUS LESQUELLES ON PEUT METTRE 

L'ÉQUATION DE LA LIGNE DROITE. 

Nous avons déjà les deux formes 

(I) Ax + By + C = o 

(II) y^ax+b. 
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Considérons maintenant une droite quelconque AB, rencontrant 
Taxe des x au point G et Taxe des y au point D. Désignons par a 
Tabscisse du point G et par à 
l'ordonnée du point D. 

Nous savons d'après ce 
qui précède que la droite AB 
peut être représentée par 
une équation du premier de- 
gré 

(0 Aic4.By + G = o. 

Si nous écrivons que les '*' 

coordonnées des points G et D vérifient cette équation, nous au- 
rons les deux équations de condition 

Aa + G = o 

B6 + C = o 
d'où nous tirons 

A = -^ 
a 

R- ^ 
B_--. 

Si nous remplaçons A et B par ces valeurs dans l'équation (i) 
elle deviendra 

Cx Cî/ ^ 

"r + c=" 

a 

et en divisant les deux membres de l'équation par — G, nous 
aurons la forme nou- 
velle -^ /y 

X t/ 

mi) - + ^— 1=0. 

Traçons dans le plan 
une droite quelcon- 
que AB et abaissons 
de l'origine une per- 
pendiculaire OR sur 
cette droite. Je désignerai par a et ^ les angles que la demi- 
droite OR fait avec les axes des coordonnées positives et je re- 
présenterai par p la longueur OR. 




Fig. 35. 
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Je prends maintenant sur la droite AB un point quelconque M 
(x,y) et je projette le contour fermé OPMRO sur la direction OR, 
nous avons 

;).OP+p.PM + p.MR+;).RO = o. 

Évaluons chacune de ces projections orthogonales 

p .0? = X cos (0 ar, OR) = x cos (OR, Ox) = x cos a 
p.PM = y cos (Oy, OR) = y cos (OR, Oy) = a? cos ^ 
p.MR = 
p.RO = — p 

en remplaçant dans Téquationdes projections nous aurons 
(IV) arcosa-f-ycosp — p = o. 

Nous avons là une relation entre les coordonnées d'un point 
quelconque de la droite, cette équation (IV) est par suite l'équa- 
tion de la droite et nous avons encore une forme nouvelle. 

Cherchons ce que devient Téquation (IV) dans le cas des coor- 
données rectangulaires. Désignons par a^ le plus petit angle 
positif que fait la direction OR avec Ox et par ^j le plus petit 
angle positif que fait la direction 0/y avec OR; nous aurons, 
d'une manière générale, si est Tangle des axes, 

«i + Pi— = 0. 

Dans le cas actuel «i +Pi = o; Téquation de la droite est 

alors 

X cos aj -[- y sin a, — p = o 

dans laquelle a^ est un angle compris entre zéro et 9.^, et p une 
longueur essentiellement positive. 

ÉQUATIONS DE DIRECTION. 

Considérons sur une droite indéfinie un sens de mouvement, et 
soit M un point pris sur la demi-droite O'M ainsi déterminée; 
soient x^y^^ les coordonnées de 0', x^y celles de M, et p la distance 
O'M essentiellement positive. 

Par Torigine menons une demi-droite OP parallèle à la demi- 
droite O'M et prenons sur cette demi-droite un point P de coor- 
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données a, b; nous l'appellerons le point directeur de la di- 
rection (y M. Transportons Torigine en 0' ; les formules de 
transformation seront 

y=yo+Y. 

Projetons sur Ox les longueurs OP, O'M, par des projetantes 
parallèles à Oy, nous aurons 



de même 



a 
X 

Y 



ou bien 



OP, 

9 

OP 

P 



«r """" Xr 



a 



_ y— yo _ p 

6 "^OP" 



Lorsque le point M se déplace sur la demi-droite OM, x et y 
varient en même temps que la grandeur positive p. Si le point M 
est situé sur la demi-droite opposée à O'M, il faut dans les équa- 
tions précédentes changer les 

signes de a et b; on peut donc , / ^ m 

dire que les équations géné- 
rales 



X X» 



a 



^ y — Vo ^ 9 
b OP 




Fig. 36. 



définiront un point de la de- 
mi-droite O'M, par des va- 
leurs positives de p; et un 
point de la demi-droite oppo- 
sée par des valeurs négatives de p, OP étant toujours une gran- 
deur absolue, c'est-à-dire positive. On peut prendre, en particu- 
lier, pour le point P, le point dont la distance à Torigine est Tunité, 
alors les formules deviennent 



^ — 3^o _ y — Vo 

— I— *— — *— — P- 



L'équation de la droite sera donc, en négligeant p, 



^—^0 y—Vi 



a b 

Dans cette équation, x^ et y^ sont les coordonnées d'un point 
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quelconque de la droite, a et b sont des paramètres dont le rap- 
port seul est donné; on voit bien que l'équation générale de la 
droite ne renferme que deux paramètres arbitraires. Si les coor- 
données sont rectangulaires, on peut écrire cette équation sous 
la forme 



cosot 



sma 



KXI'RESSION DES COORDONNÉES D*UN POINT d'uNE DROITE A L'aIDE DU 
RAPPORT DES DISTANCES DE CE POINT A DEUX POINTS FIXES DE LA 
DROITE. 

Soient A et B {x'y'y a/'y") a points donnés et M (xy) un point 
variable de AB. Projetons A, M, B sur Ox en A'M'B' par des pro- 
jetantes parallèles à Oy. 
3 Nous avons la relation géné- 

rale 

V + A'M' -f M/0 = o 
ou bien 

X ar' + A'M' — j: = o 

M' B' 

Fig. 3;. c'est-à-dire 

M'A'-x' — x 

WW = x'''^x 
M'A' x' — x 




de môme 
d'où 



(»r 



M'B' x" — X 



M'A' MA 



M'B' MB 

donc, d'une manière générale, 

' — a? MA 



X 



fi 



X MB 



Posons ce rapport égal à ( — X), 



X — X 
x' — X 
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d'cki 

(■) 

on trouve de même 



(>) 



x= 



y= 



x ' + Ix" 
i-J-X 



Si le point M est situé entre A et B, le nombre X est positif, et il 
varie de o à + x , quand M se meut de A à B. 

Quand M se déplace de B vers B', le rapport X est négatif et 
varie de ( — oo ) à ( — i). 

Quand le point M se meut de A vers A', X est négatif et varie 
de o à ( — i). 

On voit comment un point se trouve déterminé complètement 
5»ur la droite dont on 

donne deux points A .^-^^B' 

et B, lorsqu'on donne 
en grandeur et en si- 
gnes le rapport de 
ses distances à ces 
deux points. 

Cette représenta- 
lion de la droite 
comme série de points est le fondement de la géométrie mo- 
derne. Si l'on élimine X entre les % équations (i) et (a), on obtient 
l*équalicm de la droite qui joint a points 

X — a?' y — y' 




Fig. 38. 



.r 



// 



y" -y' 



CONDITION POUR QUE DEUX LIGNES DROITES SOIENT PARALLÈLES.. 

Soient 

(i) y=:ax'^b 

(a) y = a'x -\- h' 

les équations des deux droites considérées. Comme nous Tavops 
vu précédemment le coefficient a se nomme le coefficient angulaire 
de la droite représenté par Téquation (i) parce que sa valeur dé- 
pend uniquement de Tangle que fait une droite avec Taxe des x. 
Il en est de même du cofficient a' par rapport à la droite (a). 



64 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Il résulte alors de la définilion même de ces coefficients angu- 
laires a et a', que. 

Théorème. 

Pour que deux droites représentées par les équations 

(i) y = ax + b 

(2) y = a'x ~\- V 

soient parallèles^ il faut et il suffit que leurs coefficients angulaires 
a et a' soient égaux. 

Supposons maintenant que nous ayons deux droites représentées 
par les deux équations 

(3) Aar + By + C=o 
{() k'x + B'y + a=^o, 

nous savons que si nous résolvons ces équations par rapport à y 
pour les mettre sous les formes (i) et (2), nous aurons 

^"~ B ^ B'' 

alors, d'après le théorème précédent, pour que les droites repré- 
sentées par les équations (3) et (i) soient parallèles, il faut et il 
suffît que 

A iV 

W 
ou que 



B~ 




A 

A'" 


B 

"B' 



d*où le théorème suivant : 

Théorème. 

Pour que deux droites représentées par les équations 

(3) Ax-f-By + C=:o 

(4) A'x-|-B'y + G'=ro 

soient parallèles, il faut et il suffit que dans ces deux équations 
les coefficients des variables soient proportionnels. 
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PROBLÈMES SUR LA LIGNE DROITE. 

Problème 1. 

Une droite étant donnée par son équation, déterminer l'angle 
que cette droite fait avec l'axe des x. 

Si nous désignons par a le plus petit angle positif dont il faut 
faire tourner Taxe des x pour venir l'appliquer sur une parallèle 
à la droite donnée menée par l'origine, nous avons dit que l'un 
quelconque des angles donnés par la formule 

a' — K7C-|-a 

pouvait être considéré comme étant l'angle de la droite donnée 
avec l'axe des x, K étant un nombre entier et positif, K pouvant 
être nul. Pour résoudre le problème proposé il nous suffît alors 
de déterminer l'angle a. 

Supposons l'équation de la droite résolue par rapport à y, nous 
aurons alors l'équation 

y=zax-\-b 

nous savons que l'on a 

sina 



a = 



8in(Ô — a) 

Si nous résolvons cette équation par rapporta tga prise comme 
inconnue, nous avons 

asinO 



(0 tga = 



I -\-a cosO 



Cette formule a l'inconvénient de ne pas être calculable par loga- 
rithme. On procède alors de la manière suivante. Nous écrirons 



sma 



6in(ô — a) I 
d'où nous tirons 

sina — sin(6 — a) a^- i 

sina + ^iïi(^ — *) a+i 



Imbbr et Wbiix. 
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et d'après une formule de transformation connue 



*«(*-î) a-. 



e 



a-|- I 



ou 



/ e\ a— I 6 







Au moyen de cette équation nous déterminons a et par 

suite a. 

Dans le cas des axes rectangulaires la formule (i) nous donne 
la formule très importante 



Problèmes. 

Placer dans le plan une droite dont on connaît Véquation par 
rapport à un certain système d'axes donnés dans le plan. 

Soit 



(0 



5x — 3y-fa 



Téquation donnée. Pour déterminer la droite, il nous suffit de 

déterminer deux points de 
cette droite, par exemple 
les points où elle rencontre 
les axes de coordonnées. 
Si dans Téquation (i) nous 
donnons à y la valeur o, 
nous aurons Téquation 

5a? + a = o 

qui nous donnera Tabscisse 
du point A où la droite ren- 
contre Taxe des x. Nous tirons de cette équation 




Fig. 39. 



^ ? 
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Si nous prenons alors sur ox une longueur OA = - nous aurons 

le point A. 

Si dans Téquation (i) nous faisons maintenant â; = o, nous 
aurons 1 équation 

— 3y + 2 = o 

qui nous donnera Tordonnée du point B où la droite rencontre 
Taxe des y. 

Nous tirons de celte équation 

2 

Si nous prenons alors sur oy une longueur OB =: -nous aurons 

le point & ' 

En joignant le point A au point B nous aurons la droite 

demandée. 
L'équation du premier degré a deux variables. 

Aa? + By + C=:o 

qui représente la droite renferme trois coefficients; mais cette 
équation ne dépend en réalité que de deux paramètres qui sont 
les rapports de deux de ces coefficients au troisième. 

On donne à ces rapports le nom de paramètres parce que c'est 
d'après leur valeur que l'équation d'une droite se distingue de 
l'équation d'une autre droite. 

Pour qu'une droite soit bien déterminée par son équation, il faut 
donc donner la valeur de ces deux paramètres, ou bien assujettir 
la droite à certaines conditions qui se traduisent par deux rela- 
tions distinctes entre les deux paramètres, et qui permettent par 
suite de déterminer les valeurs de ces deux paramètres. 

Problème 8. 

Trouver Véquation générale des droites qui passent par un point 
donné M' (x', y'). 

L'équation d'une droite résolue par rapport à y est de la forme 
(i) y=:ax-]rb. 

Pour écrire que cette droite passe par le point M' [x* y% nous 
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écrirons que les coordonnées x' et tf vérifient Téquation (i), ce 
qui nous donne Téquation de condition 

(a) y*:=zax* -\-b. 

Cette équation nous permettra de déterminer un des deux para- 
mètres a et ^, en fonction de Tautre ; nous tirons de (a) 

Si nous remplaçons dans l'équation (i) 6 par cette valeur, nous 
aurons Téquation 

y = aar + 1/' — ax' 
ou 

y — ty'=z:a(.T — a?') 

qui renferme un paramètre variable a et qui sera Téquation 
générale des 'droites passant par le point donné (a?', y'). 

Problème 4. 

Trouver t équation de la droite qui passe par deux points donnés 
M' (x', y') et W (x^ y'). 

L'équation générale des droites qui passent par le point M' (x', y') 
est 

(l) y — y'=:a(x — X'). 

Nous obtiendrons la valeur de a qui correspond h celle de ces 
droites qui passe par le point M' (x*, y"), en écrivant que les 
coordonnées de ce point vérifient l'équation (i), ce qui nous donne 
l'équation de condition 

y"_y' = a(ar"'-x') 
d'où nous tirons 

^ X — x' 

en remplaçant a par cette valeur dans l'équation (i), nousaurons 
comme équation de la droite répondant à la question 

IIëh&arque. — La formule (a) nous montre que le coefficient an- 
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gulaire d'une droite est égal à la diffe'rence des ordonnées de deux 
points de la droite, divisée par la différence des abscisses de ces 
deux mêmes points. 

Problème 5. 

Déterminer la condition à laquelle doivent satisfaire les coor- 
données de trois points M' (x', y'), M' (x'', y"), M*^ (x*^, y'") pour que 
ces trois points soient situés sur une même ligne droite. 

L'équation de la droite qui passe par les deux premiers points 
est 

Pour que les trois points soient situés sur une môme ligne droite, 
il faut et il sulBt que les coordonnées du troisième point vérifient 
Téquation (i). 

La relation cherchée est donc la suivante 






Problème 6. 

Trouver féquation de la droite menée par un point donné 
M' (x', y') parallèlement à une droite donnée dont l'équation est 

y =1 mx -f- n. 
L'équation générale des droites passant par le point donné est 

(l) y^xj' = a[x-'X'). 

Si nous considérons, parmi toutes ces droites, celle qui est 
parallèle et la droite donnée, nous savons que son coefficient 
angulaire a doit être égal au coefïjcient angulaire m de la droite 
donnée. Alors si dans Téqualion (i) nous remplaçons a par m, 
nous aurons comme équation de la droite répondant à la question 

y — y' — m[x — .x'). 
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Problème 9. 

< 

Déterminer les coordonnées du point de rencontre de deux droites 
données par leurs équations. 

Soient 

(i) Aa: + By + G = o 

(2) A'a: + B'y + C=:o 

les équations qui représentent les deux droites données. Nous 
supposerons que les droites représentées par ces équations soient 
déterminées, c'est-à-dire que dans chacune de ces équations les 
trois coefficients ne sont pas nuls en même temps. Nous suppo- 
serons de plus que les droites sont k distance finie, c'est-à-dire que 
dans chacune des équations les coefficients des variables ne sont 
pas nuls en même temps. 

Les coordonnées du point de rencontre de ces deux droites sont 
les valeurs de ar et de y qui satisfont aux équations (1) et (2); nous 
savons que ces valeurs sont données par les formules 

^""AB'-BA' 
_ CA^ — AC 
y~AB'— BA'* 

Lorsque AB' — BA' sera différent de zéro, les valeurs de x et 
de y fournies par les formules (3) seront finies et déterminées; 
par conséquent dans ce cas les deux droites se rencontrent en un 
point unique situé à distance finie. Nous devions prévoir ce ré- 
sultat, car rinégalité 



entraine Tinégalité 



AB' — B A' d: o 

A^B 
A'""B' 



et nous savons que dans ce cas les deux droites représentées par 
les équations données ne sont pas parallèles. 

Supposons maintenant que le dénominateur commun AB' — BA' 
soit nul. Nous distinguerons d'abord le cas où les quatre coeffi- 
cients A, B, A', B' sont différents de zéro. 
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Deux cas peuvent alors se présenter suivant que les numéra- 
teurs sont différents de zéro, ou sont égaux à zéro. 

Si les numérateurs sont différents de zéro, les coordojinées du 
point de rencontre se présentent sous la forme 

m 
o 

ce qui nous indique qu'il n'y a pas de système de valeurs de x et 
dey satisfaisant aux équations (i) et {t.), c'est-di-dire que les deux 
droites ne se rencontrent pas. Nous devions prévoir ce résultat, 
car les inégalités 

AC — CA'=7éo 

BC — GB' ^ o 
et l'égalité 

AB' — BA' = o 

entraînent les inégalités et égalités 

AB A G ^_^G 

A'""B'' A'^G'' B'^G' 

et nous savons que dans ce cas les deux droites représentées par 
les équations données sont parallèles et distinctes. 

Si nous imaginons que AB' — BA' ne soit pas nul, mais soit très 
petit en valeur absolue, les valeurs de a? et de y fournies par les 
formules (3) sont alors très grandes en valeur absolue, et si nous 
faisons tendre AB' — BA' vers zéro, elles iront en croissant au 
delà de toute limite. Nous disons que pour AB' — BA' = o, ces 
valeurs sont infinies, c'est-à-dire que le point de rencontre des 
deux droites est rejeté à Tinûni. Nous pourrons donc, analyti- 
quement parlant, considérer deux droites parallèles comme se 
rencontrant à Tinûni. 

Supposons maintenant qu'en même temps que le dénominateur 
commun soit nul les dénominateurs soient également nuls. Les 
valeurs de ar et de y fournies par la formule (3) sont alors de la 
forme 



o 
o 



ce qui nous indique qu'il y a une infinité de solutions communes 
aux équations (i) et (2). Nous devions prévoir ce résultat, car dans 
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ce cas on a la suite d'égalités 

A B_C 

et nous savons que dans ce cas les droites représentées par les 
équations (i) et (a) se confondent. 

Examinons maintenant le cas où quelques-uns des coefficients 
A, B, A', B' sont nuls, supposons A = o, comme on a en même 
temps AB' — BA' = o, il en résulte que Ton aura BA'=o et comme 
d'après nos hypothèses on ne peut pas avoir en même temps 
A=o, B = o, il en résulte que l'égalité BA' = o entraînera seu- 
lement Thypothèse A' = o. 

Les formules (3) nous donnent alors 

« 

BC — GB' 

O 
O 

Gomme A et A' sont nuls, il résulte de nos hypothèses que B et B' 
sont différents de zéro, alors deux cas particuliers se présentent 
suivant que G et G' ne sont pas ou sont nuls en même temps. 

Si G et G' ne sont pas nuls en même temps, nous avons pour x 
et y un système de valeurs de la forme 

m o 

x:^-, y--- 
o o 

ê 

qui nous indique que les deux droites ne se rencontrent pas. On 
devait prévoir ce résultat. En en*et, dans ce cas, les équations des 
deux droites sont de la forme 

By + G — o 
B'y + G' - o 

elles représentent deux droites distinctes parallèles à l'axe des x. 
Si nous supposons, comme on l'a fait précédemment, que dans 
les formules (3) AB' — BA' ne soit pas nul, ainsi que A et A', 
mais tende vers o, nous voyons d'abord que x croît en valeur 
absolue, c'est-à-dire que le point de rencontre des deux droites 
s'éloigne de plus en plus, nous disons qu'à la limite il est 
rejeté à l'infini. Nous voyons maintenant que la valeur de y 
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tend à prendre la forme indéterminée-; cela tient à ce que, quand 

A et A' tendent vers o, le point de rencontre s*éloigne indéfini- 
ment en même temps que les droites deviennent parallèles à Taxe 
des Xf et que en considérant ce point comme appartenant à la 
première droite son ordonnée tend vers une certaine valeur ^j, et 
que le considérant comme appartenant k la seconde droite son 
ordonnée tend vers une certaine valeur y^. 

Lorsque G et G' sont nuls en même temps, les formules (3) nous 
donnent 

() 

() • 

() 

c'est-à-dire qu'il y a indétermination. Nt)us devions prévoir ce 
résultat puisque dans ce cas les équations (i) et (2) représentent 
deux droites confondues avec Taxe des x. 

On aurait une discussion du même genre que la précédente, en 
examinant le cas où Ton a 



B=:B' 



o. 



Problème 8. 

Déterminer V équation générale des droites passant par le point 
de rencontre de deux droites données. 

Soient 

(i) Aar + By + C = o 

(2) k'x + B'y + G' r= c) 

les équations des deux droites données AB et GD ; je dis que 
Téquation 

(3) Aa:-fBy + C + X(A'x + B'y + G') = o 

dans laquelle X représente un paramètre variable, répond à la 
question. 

Puisque X est un paramètre variable, celte équation du premier 
degré représente une infinité de droites, et comme les coor- 
données du point de rencontre F des deux droites données, c'est- 




Fig. 4o. 
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à-dire les valeurs de :z: et de y qui annulent en même temps 
Aa? + By + G, et A'a? + ^'y + G'> vérifient évidemment celte équa- 
tion, il en résulte que toutes les droites représentées par cette 

équation passent bien 
par le point de ren- 
contre des deux 
droites données. Il 
nous reste mainte- 
nant à prouver que 
cette équation peut 
représenter une quel- 
conque GH des 
droites passant par 
le point F. 

Pour cela je prends sur GH un point quelconque M'(ar', y') et 
j'écris que les coordonnées de ce point vérifient l'équation (3), 
nous avons 

(4) Aar' + By' + G + >(AV + B'y' + G') = o. 

Résolvons cette équation de condition par rapport à X, soit \ 
la valeur ainsi obtenue : en remplaçant X par celte valeur dans 
Téqualion (3), nous aurons l'équation 

(5) Ax + By + G + X,(A'a: + B'y + G') = o 

qui représenlera une droite passant' par le point M', et comme 
nous savons d'après ce qui précède qu'elle représente aussi une 
droite passant par le point F, nous voyons que cette équation 
représente la droite GH. 

L'équation (3) répond donc bien à la question. 

Si dans l'équation (3) nous faisons X = o, nous avons l'équation 

Aa? + By + G = o 

qui représente la première droite AB. Si nous divisons^ maintenant 
les deux membres de l'équation (3) par X, nous avons 

^{kx + By + G) + (A'o: + B'y + G') = o. 

Si maintenant dans celte équation nous donnons à X une valeur 
inûnie nous avons 

A'a: + B'y + G' = o 

qui représente la seconde droite GD. 
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Nous pouvons retrouver ces résultats en partant de la formule 

^ Xx' + By' + C 
* AV + By + C 

que nous donne la solution de Téquation (4). Nous voyons en 
effet que si le point M' est sur la droite AB, le numérateur de X, 
est nul, par suite >i = o; si au contraire le point M' est sur la 
droite CD, le dénominateur de X^ est nul, alors \ est infini. 

Remarque i . — Nous pouvons prendre aussi comme équation 
générale des droites passant par le point de rencontre des droi- 
tes (1) et (2) Téquation 

fn{kx + By + C) + n(A'x + B'y + G') = o 

m et n étant des coefficients variables. En effet, cette équation ne 
renferme qu'un seul paramètre variable qui est le rapport d'un 
des coefflcients m et n à l'autre. 

Remarque 2. Si nous représentons les premiers membres des 
équations de nos deux droites par D, et D', nous pourrons mettre 
l'équation générale (3) sous la forme 

D + XD' = o 
ou sous la forme 

Problème 9. 

Déterminer Véquation de la droite passant par le point de ren- 
contre de deux droites données et par un point donné. 

Soient 

Ax -|- By + C = o 

K'x + B'y + G' =1 c> 

les équations des deux droites données, a?', y' les coordonnées du 
point donné 

L'équation générale des droites passant par le point de ren- 
contre des deux droites données est 

(i) Aa: + By + G + X(A'ar + B'y + G') = o. 

Écrivons que cette équation est vérifiée par les coordonnées du 
point donné, nous avons 

Aa/ + By' + G + X(A'x' + B'y' + G') = o. 
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Si nous résolvons cette question par rapport h X, nous aurons 



\ = 



AV + By + C 



et si maintenant nous remplaçons X par cette valeur dans Téqua- 
tion (3) nous aurons comme équation répondant à Téquation 

(AV + By+G')(Aa? + By + C)— (Ax'+By' + C)(A'a? + B'y+C):=o. 



Problème lO. 

Déterminer V équation de la droite passant par le point de ren- 
contre de deux droites données et parallèle à une troisième dt^oite 
donnée. 

Soient 

Ax + By + C — o 
A'x + B'y + G' = o 

les équations des deux premières droites, et 

A"a; + By + C" = o 

Téquation de la troisième droite. 

L*équation générale des droites passant par le point de ren- 
contre des deux premières est 

(i) Aar + By + C + X(A'a: + B'y + C')==:o. 

Si nous écrivons maintenant que pour une certaine valeur de >, 
le coefficient angulaire de la droite représentée par cette équation 
est égal au coefiicient angulaire de la troisième droite donnée, 
nous avons 

A + XA^ _ A" 

B+xB'' r 

d'où nous tirons 

AB'' — BA' 



X=: 



A"B' — A'B' 



si nous remplaçons X par cette valeur dans Téquation (i), nous 
avons comme équation demander 

( A'B' — A'B")(Aar + By + G) + ( AB" — B A')( A'ar + B'y + G') = o. 
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THÉORÈMES SUR LES DROITES CONCOURANTES. 

Théorème 1. 

Lorsque les coefficients de Véquation du premier degré à deux 
variables sont des fonctions linéaires d'un même paramétre variable, 
cette équation représente une infinité de lignes droites passant par 
un point fixe. 

Soil 

(A + XA> + (B + XB')y + C + >C'z=o 

l'équation considérée. Nous pouvons mettre cette équation sous la 
forme 

Aa? + By + C + X(A'ar + B'y + G') = o 

et nous voyons alors sous cette forme qu'elle représente toutes 
les droites passant par le point de rencontre des deux droites 

Aj: + By + C=:=o 
A'a: + B'y + C := o 

c'est-à-dire par un point fixe. 

Théorème 2. * 

Lorsque les coefficients A, B, C, d'une équation du premier 
degré (i) Ax + By + G-O, sont des paramètres variables^ et que 
par conséquent cette équation représente une infinité de droites, 
pour que toutes les droites représentées par cette équation soient 
concourantes, il faut et il suffit quil existe entre ces coefficients 
une relation linéaire et homogène. 

Démontrons d'abord que la condition est nécessaire. Supposons 
que toutes les droites représentées par l'équation (i) concourent 
en un même point [x\ y'), on aura alors pour toutes les valeurs 
de A, B, C répondant k la question 

Aa?' + By' + C=io 

la condition est donc nécessaire. 

Je dis maintenant qu'elle est suffisante. Supposons que nous 
ayons 

[t) wA + "B+pG = o 
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m, n, p n'étant pas nuls en même temps. Divisons les deux 
membres par p supposé d'abord différent de zéro, nous aurons 

-A + -B + G = o. 
p p 

Nous savons que quels que soient m et n, nous trouverons 
toujours dans le plan un point M ayant comme coordonnées 

m n 

nous aurons alors 

Ax, + By, + C = o 

ce qui nous indique que toutes les droites représentées par l'équa- 
tion (i) passent parce point fixe M. Donc dans ce cas la condition 
est suffisante. 

Supposons maintenant que p soit nul. Nous distinguerons 
deux cas. 

Dans le premier cas m et n sont différents de zéro, alors x, et y^ 
sont infinis, dans ce cas les droites représentées par l'équation (i) se 
rencontrent en un point rejeté à l'infini, c'est-à-dire sont pa- 
rallèles. 

Dans le deuxième cas nous supposerons m difi'érent de zéro, et 
n=~o^ alors l'équation (a) prend la forme 

m A =-- <) 

et comme m est difi'érent de zéro, il en résulte que A = o, alors 
l'équation (i) devient 

By + G =::: o 

toutes les droites représentées par celte équation sont parallèles 
à l'axe des x, et se rencontrent en un point rejeté à l'infini. 

On aurait une discussion du même genre si m était égal à o et 
n difi'érent de zéro. 

Théorème 3. 

La condition nécessaire et suffisante pour que trois droites repré- 
sentées par les équations 

(t) D = o (a) D' = o (3) D'=:o 
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$oient concourantes f c'est guil existe une relation linéai7*e et homo- 
gène entre D, D', D^, c'est-à-dire que Von ait identiquement 

(4) »wI>+nD' + pD' = o 

les trois coefficients m, p e^ n n'étant pas nuls en même temps. 

Démontrons d*abord que la condition est nécessaire. 
L'équation générale des droites passant parle point de rencontre 
des droites (i) et (a) est 

(5) mD + nD' = o, 

m et n n*étant pas nuls en même temps. Si les trois droites sont 
concourantes les équations (5) et (3) pourront représenter la même 
droite, c'est-à-dire qu'on pourra déterminer des valeurs de m, de 
n et de p qui ne seront pas nulles toutes les trois et telles que Ton ait 

(6) mD + nD'= — pD' 

identiquement, d après un théorème général, c'est-à-dire telles que 
l'on ait identiquement 

7) wD + nD'+pD" = o. 

La condition (4) est donc nécessaire. 
Démontrons maintenant que cette condition est suffisante. 
Nous supposons que les trois constantes, m, n, p, n'étant pas 
nulles toutes les trois on ait identiquement 

mD + nD' + pD'^o. 

Si nous supposons que p soit différent de zéro, nous pourrons 
écrire que l'on a identiquement 

D — -D'==D" 

p p 

c'est-à-dire que les équations 

(8 D D' = o 

P P 

et 
(9) D''=:o 

représenteront la même droite. Mais l'équation (8) représente une 
droite passant par le point de rencontre des deux premières droites, 
et l'équation (9) représente la troisième droite, les trois droites 
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sont donc concourantes, c'est-à-dire que la condition (4) est 
suffisante. 

Théorème 4. 

Pour que les trois droites représentées par les équations 

Ax + By + C=:o 

A"x + B''y + G'--:o 

soient concourantes , il faut et il suffit que l'on ait 

AB'G" — AC'B" + CA'B" — BA'G" + BG'A" — CB'A" = o. 

Pour que les trois droites soient concourantes, il faut et il suffit, 
d'après le théorème précédent, que Ton ait identiquement 

m{\x + By + G) + n{\'x + B'y + G) + p( A"x + B"y + G") ==: o 

ou 

(Am + A'n + A'»x + (Bm + B'n + B'»y + {Cm + Gn + G'»=o 

m, n et p n'étant pas nuls en môme temps. Nous voyons alors que 
pour que les trois droites soient concourantes, il faut et il suffit 
que l'on puisse déterminer trois nombres, m, n, p qui ne soient 
pas nuls en même temps, et tels que Ton ait 

Am + A'n -f- A"p = o 
Bm + B'w + B"p = o 
Cm + Gn -f G'p — o 

c'est-à-dire que pour que les trois droites soient concourantes, il 
faut et il suffît que le système précédent admette d'autres solu- 
tions que la solution m r^ o, n = o, p = o, et nous savons que pour 
cela il faut et il suffît que le dénominateur commun des inconnues 
soit nul, c'est-à-dire que l'on ait 

AB'G" — AG'A" + GA'B'' — B A'C" + BG'A" — CB' A" :^ o 
ce qui démontre le théorème. 

ANGLES ET DISTANGES. 

DÉFfNiTioN. — On a deux droites AB etGDse coupant en un point 
; on appelle angle de la droite GD avec la droite AB, celui dont il 
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SI 



faut faire tourner la droite AB autour du point dansile sens./; 
pour venir l'appliquer sur la droite CD. 

Une infinité d'angles répondent à cette définition, mais comme 
on le voit facilement, deux quelconques d'entre eux diffèrent par 
un nombre entier de fois tu, de sorte que 
si nous désignons par co le plus petit de 
ces angles et par Y un' quelconque 
d'entre eux, nous aurons 



(«) 



V=Kic + 



(a 




Fig. 4'. 



K étant un nombre entier et positif, K 
pouvant prendre la valeur zéro. 

Tous les angles répondant h la définition précédente ont donc 
la même tangente. 



Problème. 

Connaissant les équations de deux droites AB et CD, trouver 
Fungle formé par la droite CD avec la droite AB. 

Soient { 

yz=ia¥ + à 

les équations des deux droites AB et CD. Je mène par l'origine des 
parallèles A'B' et CD' à ces deux droites ; l'angle de CD' avec A'B' 

B 




Fig. 4î. 

est évidemment le même que celui de CD avec AB. Si nous consi- 
dérons l'angle co indiqué dans la définition précédente, nous 

aurons 

w = a' — a 



Imbbr et Weill. 



6 
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par suite nous pourrons écrire d'après la formule (i) 

V = Kw + a' — a 

par conséquent nous aurons 

(a) tgY = tg(a'-o.)= y-;f; ■ 

I -[-tga tga 

Nous savons que Ton a 

asinO , a'sinO 



I + û cos 6 I -(- a' cos 6 

en remplaçant dans la formule (2) nous aurons 

a^ sin a sin 

I 4- a' cos 6 i4-acos6 



, a' sin 6 asinO 



I + a' cos 6 I -f- o cos 6 



ou 



(3) tgV= ('''-'')^'"'' 



I + (« + û') cos ô -[- a«' 

Connaissant IgV, nous conjdaissons par suite tous les angles V 
indiqués dans la formule (i). 

Si nous cherchons au contraire l'angle de AB avec CD, je re- 
marque qu'eu désignant par (o^ le plus petit angle répondant à la 
question, on a 

par conséquent on aura dans ce cas 

(a — a') sin « 



tgV = 



I -f- (û + û') cos -f- aa' 

Si les équations des deux droites sont de la forme 

Ax + By + C = o 
A'a: + B'y + C = o 

la formule (3) prendra alors la forme 

(AB' — BA>inô 



(0 tgV = 



AA' — (AB' + B A') cos 6 + BB' 
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Dans le cas des axes rectangulaires les formules (3) et ('i) de- 
viendront 



igV= 



a' — a 



I -f-«û' 
,, AB' - BA' 
'»^ AA' + BB' 



CONDITION DE PERPENDiCULARITE DE DEUX DROITES. 

Si les deux droites sont perpendiculaires entre elles, tgV doit 
être inQnie en valeur absolue, nous obtiendrons donc la condition 
de pcrpendicularité des deux droites en écrivant que le dénomi- 
nateur de tgV est nul. 

Dans le cas où les équations des deux droites sont résolues par 
rîipport ày, nous aurons pour celte condition 

I -f- (û + a!) cos + aa' = o 
dans le cas des axes obliques, et 

dans le cas des axes rectangulaires. 

Si les équations des deux droites ne sont pas résolues par rap- 
port k y, les deux relations précédentes deviendront 

A A' — (AB' -h BA') cos -f- BB' = o 
AA' + BB' = o. 

CONDITION DE PARALLÉLISME DE DEUX DROITES. 

Si les deux droites sont parallèles entre elles, tgV doit être 
nulle, nous obtiendrons donc la condition de parallélisme des 
deux droites en écrivant que le numérateur de tgV est nul. 

Dans le cas où les équations des deux droites sont résolues par 
rapport à y, nous aurons pour celte condition 

a' — a =: o 
ou . 

c'est-à-dire que les coefficients angulaires des deux droites doi- 
vent être égaux. Cette condition avait déjà été indiquée dans une 
étude précédente. 
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Si les équations des deux droites ne sont peis résolues par rap- 
port à .V, nous aurons comme condition de parallélisme 

AB'—BA'^o 

AB 

A''~B' 



ou 



c'est-à-dire que, dans les équations des deux droites, les coeffi- 
cients des variables doivent être proportionnels. Cette condition 
avait aussi été indiquée dans une étude précédente. 



Problème. 

Mener par un point donné M (x', y') une perpendiculaire mr une 
droite AB donnée par son équation. 

Soit y = ax'\-b Téquation de la droite AB. L'équation générale 

des droites passant par le 
point M est, comme nous le 
savons, 

Si nous désignons en par- 
^ — ticulier par a' le coefficient 
angulaire de la droite CD, 
p. .j menée par le point M per- 

pendiculairement sur AB, 
nous aurons comme équation de la droite CD 

(i) y — y'=:a'(a: — x'). 

Les droites AB et CD étant perpendiculaires entre elles, nous 
aurons entre les coefficients angulaires a et a' de ces deux droites 
la relation 

I -f-(û + û')cos6-faa' = o 

d'où nous tirons 

I -{- a cos 







a + cos 6 



Si nous remplaçons a' par cette valeur dans l'équation (i), nous 
aurons comme équation de la droite CD 

I -{-acosB 



y—y=— 



a-(-cosO 



[x — ar'). 
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Dans le cas des axes rectangulaires, cette équation deviendra 



DIVISION DU PLAN EN DEUX RÉGIONS DE SIGNES CONTRAIRES PAR 

UNE DROITE. 

Nous supposerons d'abord que la droite considérée n'est pas pa- 
rallèle à l'axe des y. Soit AB cette droite, son équation est 

(i) Aa: + By + C=o. 

Nous voyons, d'après une définition donnée dès le commence- 
ment, que cette droite partage 
le plan en deux régions. Je dis 
que ces deux régions sont de 
signes contraires. 

Pour le démontrer considé- 
rons les deux points M, et M, 
situés dans des régions diffé- 
rentes et qui correspondent à 
une même abscisse a:,, je dési- 
gne par y' et y" les ordonnées 




Fig. 44. 



de ces deux points. Dans la fonction \x -f By -f- G remplaçons x 
par x„ nous avons la fonction continue Aa?, -f- By -f- Gde la seule 
variable y. Lorsque nous allons de M, à M, et que y varie de y' 
à y', la fonction Ax, -f By + G s'annule pour la valeur y = yi , t/i 
désignant l'ordonnée du point M où la droite MjMj rencontre 
la droite AB. Gomme les deux droites n'ont qu'un seul point 
commun en M, y, est une racine simple de l'équation Axj -f- By + 
G = 0, la fonction Ax -f By 
+ G s'annule en changeant 
de signe, donc /'(x,, y') et / 
(Xj, y") sont de signes diffé- 
rents; par suite les deux 
régions sont de signes con- 
traires. 

Si la droite AB était pa- 
rallèle à l'axe des y, on 
raisonnerait d'une façon analogue, en considérant deux points Mj 
et Ma situés sur une même parallèle à l'axe des x. 
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Il sera facile de déterminer le signe qui convient à chaque ré- 
gion, en déterminant le signe de la région dans laquelle se trouve 
l'origine. 

Dans le cas où la droite passera par Torigine, on prendra un 
point situé sur Tun des axes. 

Problème. 

Déterminer la distance d'un point donné M (x^,y') à une droite AB 
donnée par son équation. 

Soit 

(i) y = ax + b 

l'équation de la droite AB. Si nous désignons par x ei y les coor- 




Fig. 46. 

données du point P, nous aurons pour la distance cherchée 

(2) d=\{x-^xy + 9.{x-x'){y-y')co^(i + {y-^yJ. 

Pour déterminer les coordonnées du point P, je remarque que 
ce point étant Tintersection de la droite AB et de la droite CD 
abaissée de M perpendiculairement sur AB, ses coordonnées seront 
les valeurs de x et de y, satisfaisant à la fois à Téqualion (1) et à 
Téquation (2) 

(a) y — y'= ; [x - x') 

^ ^ ^ ^ a + cosO ^ ^ 

qui est celle de la droite CD. Mais comme il nous faudra substituer 
ensuite ces valeurs de x et de y, dans les différences {x — x')et 
(y — î/'), il est préférable de déterminer directement ces différences. 
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Je vois qu'elles figurent déjà dans Téquation (a), je vais les intro- 
duire dans Téquation (i) en la mettant sous la forme 

(3) y-.y' = a(aî_a:')-(y'-ax'-6). 

Si nous résolvons le système formé par les équations (a) et (3) 
par rapport à ces différences, nous avons 

,/ __ (y' — «^' — *X^ + cos 6) 



X' 



I -f- a* -|- aa eus 



^ ^ i+a*+2acosO 

Si nous remplaçons maintenant x — a?' et y — y' par ces valeurs 
dans la formule (a) nous obtiendrons la formule 

(y' — Qx^- 6) sine 

(4) a — . 

±\l \'\-a^-\-%a cos 6 

qui nous donne la distance d du point M à la droite AD. 

Comme la distance d est une quantité essentiellement positive, 
nous prendrons devant le radical qui figure au dénominateur le 
signe du numérateur, c'est-à-dire le signe de y' — ax^ — 6, puis- 
que sjn 6 est positif. Nous prendrons alors le signe + devant le 
radical lorsque le point M sera dans la région du plan, que nous 
avons appelée région positive du plan par rapport à la droite AB, 
nous prendrons le signe — lorsque le point M sera dans Tautre 
région. 

Dans le cas particulier des axes rectangulaires, la formule (4) 
deviendra 

v' — ax' — b 

(5) d= ^ ^ 

Lorsque Téquation de la droite AB n'est pas résolue par rap- 
port à y, les formules ('i) et (>) deviennent 

(Aa?' + By' + G) sin Ô Kx* + By' + G 

=tVA» + B^ — aABcosô ±vA» + B» 

la droite étant représentée par Téquation 

Aa: + By + G = o. 

Considérons maintenant le cas où l'équation de la droite AB est 

de la forme 

rrcosot-f-ycos^ — p = o. 
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Nous distinguerons deux cas : 

i^ Le point M et l'origine sont situés de part et d'autre delà 
droite AB. 




Fig. /|7. 

ife considère le contour fermé OTMPRO et je le projette ortho- 
gonalement sur la droite OR; j*ai l'équation 

x'cosa-f-y'cos^ — d — p=:o 

d'où je tire pour la distance cherchée 

(6) rf = a/cosa + y'cosp — p. 

2^ Le point M et l'origine sont situés du même côté de ia 
droite AB. 




Fig. 48. 

Je projette toujours le contour OTMPRO sur la droite OR; j'ai 
l'équation 

x' cos a -j- y' cos P + ^ — p = o 
d'où je tire 



(7) 



rf= — (x'cosa + y'cosp — d). 
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On réunit les formules (6) et (7) en écrivant 

(8^ d=± (x'cosa + y'cosp — p). 

Remarque. — Quelle que soit la forme considérée pour Téqua- 
tion de la droite, nous voyons que si 

Ax + By + C = o 

est Téquation de cette droite AB, Texpression Aar' + By' + C est 
proportionnelle à la distance du point x'y' h la droite. 

Problème. 

Détei^mine^r la surface d'un triangle en fonction des coordonnées 
des trois sommets. 

Désignons par (x', y'), [x^, y"), (x'", y'") les coordonnées des 
trois sommets du triangle. Si nous prenons comme base le côté 
qui joint les deux sommets (a/, y'), [x", y"), nous aurons comme 
longueur de la base 

V/(x" - x'Y + 2(0:" - X'; (y" - y') cos ô + (y" - y')». 

Déterminons maintenant la hauteur qui correspond à cette base : 
c'est la distance du sommet (x'", y'") à la droite qui joint les deux 
premiers sommets. Nous avons comme équation de la droite qui 
joint les deux sommets (x', y'), (x", y") 

(x-x'){y"-y')-{y-y'){x"-x') = o. 

Nous aurons par suite pour la distance cherchée 

^ [(x- - x'){y" - y') - (y- - y'){x" - x')] sin 9 



2 



V(x' _ x')> + 2(x' - x'X;/" - y') cos 9 - (y" - y') 
Nous aurons par conséquent pour la surface du triangle 

S = ± i sin 6 [(X" - x')(y' - y') - (y" _ y'){x' - x')]. 

Problème. 

Trouver les équations des bissectrices des angles foi^nés par deux 
droites. 
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Considérons les deux droites AB et CD dont les équations sont 

Ax + By + C = o 
A'a? + B'y + C'z=o. 

Soit co le plus petit angle répondant à la déûnition générale 
donnée pour Tangle de la droite CD avec la droite AB. Nous sa- 




vons que lous les angles répondant à celte définition sont donnés 
par la formule 

(i) Û = K:r + («) 

dans laquelle K est un nombre entier et positif. Les moitiés de 
tous ces angles sont alors donnnécs par la formule 

a '2 2 

Cette formule nous donne tous les angles que les bissectrices 
des angles fournis par la formule (i) font avec la droite AB. A tous 
ces angles correspondent seulement les deux droites perpendicu- 
laires GL et KT. 

Pour trouver les équations de ces bissectrices nous les consi- 
dérerons comme le lieu des points également distants des droites 
AB et CD. 

Considérons d^abord la droite GL. Nous voyons que si un point 
quelconque de la partie HG est situé dans des régions de même 
signe par rapport aux deux droites AB et CD, il en sera de même 
d'un point quelconque de la partie IIL. Alors M désignant un point 
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quelconque de la droite GL, on a 

(Aar + B?/ + G)sinG 

±:VA" + B2 — aABcosO 

^^^ (A'x + B'y + C')HnO 



V/A'2 + B'2 — îA'B'cosô 



le signe étant le même pour les deux radicaux. Si nous écrivons 
maintenant que les deux distances sont égales, nous aurons comme 
équation de GL, dans cette première hypothèse, 

Xx + By + C A'ar + B'j/ + G' 



(4) 



VA^ + B* — 2 AB cos 6 ' VA'* + B'2 — '2A'B' cos 6 



Si nous supposons au contraire qu'un point quelconque de GL 
se trouve par rapport aux deux droites dans des régions de signes 
différents, il faudra prendre des signes différents devant les radi- 
caux qui figurent dans les formules (3) et dans ce cas l'équation 
de la droite GL sera 

A^ + By + C A'x + B'y + C' 



VA» + B* — aABcosO VA'' + K'* — aA'B'cose 

Considérons maintenant la droite KT. Nous voyons que lors- 
que nous serons dans la première hypothèse pour la droite Gf^, 
nous serons dans la seconde pour la droite KT, et alors ré(iuation 
de cette droite sera Téquation (5); dans le cas contraire, l'équation 
de la droite KT sera Téquation {]). 

Les deux hissectrices sont donc données dans une hypothèse 
((uelconque par l'équation 

Ax + Bij + C \'x + B'y + G 



VA^ + B^ — 2 AB cos V A'^ + B'* — 2 A'B' cos 

le signe + correspondant à Tune d'elles et le signe — à l'autre, 
si les deux droites sont représentées par les deux équations 

X cos a + y cos p — p ^= o, x cos a -f- y cos p' — p'^^ o. 

nous voyons, en raisonnant de la même façon, que les bissectrices 
sont représentées par l'équation 

■ 

X cos a -f- y cos p — p izr ii= (ar cos a' -|- y cos p' — p'). 
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POINTS ET DROITES IMAGINAIRES. 

Nous savons qu'un système de valeurs réelles de a? et de y dé- 
termine un point du plan. Par convention nous disons qu'un sys- 
tème de valeurs imaginaires de x et de y 

• x = a-\-bi 

déûnit un point imaginaire. 

Si nous considérons les deux points imaginaires définis parles 
deux systèmes de valeurs 

x^^a-^-bt x-=a — bi 

qui sont conjugués, nous disons que ces points imaginaires sont 
conjugués. 

Lorsque les coefficients de l'équation du premier degré sont 
imaginaires, nous conviendrons de dire que cette équation repré- 
sente une droite imaginaire. 

Tel est le cas de l'équation 

(A + X'i)x + {B + B'i)y + G + G'i = o. 

Si nous considérons les deux équations 

(A + A'i> + (B + B'i)y + G + G'i == o 
(A — A'i)x + (B — B'Oy + C — Ci = o 

dont les coeflicients sont des imaginaires conjuguées, nous disons 
que les deux droites imaginaires représentées par ces équations 
sont conjuguées. 

Nous conviendrons de considérer la quantité d, définie par la 
relation 

d' = (x" - x'Y + a(x' - x'Xy' - y') cos « + (y' - 1/)* 

comme étant la distance des deux points imaginaires (a/, y'){x''^y'). 

Nous conviendrons d'appeler coefïicient angulaire d'une droite 
imaginaire le coefficient de x dans l'équation de la droite résolue 
par rapport à y. 

Nous conviendrons de dire que la quantité V définie par la 

relation 

(a' — a) sin 6 



tgV== 



I -f- ûûf' + (ûf + a') cos 6 
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dans laquelle a et a' représentent les coefficients angulaires de 
deux droites imaginaires, est Tangle de ces deux droites ima- 
ginaires. 

Lorsqu'un système de valeurs réelles ou imaginaires de x et de 
y vérifie une équation du premier degré, à coefficients réels ou 
imaginaires, nous disons que le point réel ou imaginaire défini 
par ces valeurs de a? et de y se trouve sur la droite représentée 
par Téquation. 

Théorène 1. 

On peut mener par un point réel une infinité de droites imaginaires. 
Soit l'équation 

(A + ytjx - x^) + (B + B'e)(y - y') = o 

dans laquelle A, A', B, B' sont arbitraires. Elle représente une 
infinité de droites imaginaires. Cette équation étant vérifiée, quels 
que soient A,A',B, B', pourar = x', y = y' a/ et y' étant les coor- 
données d'un point réel, toutes ces droites par définition passent 
par le point réel. 

Théorème 8. 

On peut mener par un point réel une infinité de droites imagi- 
naires conjuguées. 

Soient les deux équations 

(A + \'i){x — x') -f (B + B'i)(y —y') = o 
(A _ A^i){x - x') + (B - B'i'Xy - y') = o 

dans lesquelles A, A', B, B' sont desarbitrairesayantlaméme valeur 
dans les deux équations. Elles représentent alors une infinité de 
systèmes de droites imaginaires conjuguées. On voit comme pré- 
cédemment que tous ces systèmes passent par le point réel [x'y*). 

Théorème 3. 

La droite guipasse par deux points imaginaires conjugués est réelle. 

Soient {x\ y'), {x'^y') les coordonnées de deux points imagi- 
naires, nous dirons que l'équation 

est l'équation de la droite qui passe par ces deux points. 
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Soient les deux points imaginaires conjugués 

x' = a-\- bi x'* z=za — hi 

y' = ^ + ^i y"-=<'-fii 

Téquation de la droite passant par ces deux points sera 

a — Bi — 01 — M 

ty — a — pt= )-. ' [x — abi) 

a — bi — a — bi^ ' 

ou en simplifiant 

qui représente une droite réelle. 

Théorème 4. 

Le milieu de la droite gui joint deux points imaginaires conju- 
gués est réeL 

Soient fa?', y% (a?", y*') les coordonnées de deux points imaginai- 
res. Nous disons que le point défini par les valeurs 

x' + x" 

X — — ' — 

est le milieu de la droite qui joint ces deux points. 
Si nous considérons les deux points imaginaires conjugués 

3[f T=:z a -\- bi j?" r= a — bi 

Le milieu de la droite qui joint ces deux points sera alors défini 
par 

a-\-bi-\-a — bi 

X ~— ■ = a 

a 

y- 1 =« 

c*cstdonc un point réel. 

Remarque. — D'une façon plus générale soient (a,', y'), (ar", y") les 
coordonnées de deux imaginaires, nous disons que le point déûni 
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par les valeurs 

jp_- ! 

. + x 

^ i+X 
partage la droite qui joint les deux points dans le rapport — X. 

Vhéorème ft . 

Une droite réelle contient une infinité de points imaginaires. 

Soit 

(f) ' Aa? + By + C = o 

Féqualion de la droite réelle considérée. 
Pour qu'un point imaginaire 

x = a-{-bi 

se trouve sur la droite (i), il faut que Ton ait 

A(a + ôi) + B(a + pi) + G = () 
ou 

Aa + Ba + G + i(A6 + Bp)~o 

ce qui exige que l'on ait 

. Aa + Ba + G=:o 

^""^ Ab + B^ = o. 

Il y a une infinité de systèmes de valeurs de a, 6, a, p satis- 
faisant aux équations (2) ; par conséquent il y a une infinité de 
points imaginaires situés sur la droite réelle considérée. 

Théorème O. 

[/ne droite réelle contient une infinité de systèmes de points ima- 
ginaires conjugués. 

C'est une conséquence immédiate du théorème précédent. 

Théorème 9. 

Deux droites imaginaires conjuguées se coupent en un point rrei. 
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Soient les deu5c équations 

(i) (A + A'i>+(B + B% + G + C'ti^o 

(a) (A — Mi)x + (B - B't)y + G - C't = o 

qui représentent deux droites imaginaires conjuguées. Nous pou- 
vons mettre ces deux équations sous la forme 

0) (Aa: + By + C) + <A'a? + B'y + C') = o 

(4) (Ax + By + C)-i(A'a: + B'y + C')==o. 

Nous voyons que ces deux équations sont vérifiées par les va- 
leurs de a: et de y pour lesquelles on a en même temps 

(5) Aar + By + C = o 

(6) A'x + B'y + G'^o. 

Ces valeurs ne sont pas autre chose que les coordonnées du 
point de rencontre des deux droites réelles représentées par les 
équations (5) et (6), point qui est réel. Nous pouvons donc dire 
que les droites imaginaires conjuguées représentées par les équa- 
tions (i) et (2) se coupent en un point réel. 

Remarque. Si nous multiplions membre à membre les deux 
équations (3) et (4), nous aurons Téquation 

( Ao: + By + G)» + (A'x + B'y + Gy = o 

à coefficients réels qui représente les deux droites imaginaires 
conjuguées considérées. 

DROITES ISOTROPES. 

On nomme ainsi les droites imaginaires qui ont comme coeffi- 
cient angulaire =fc i, les coordonnées étant rectangulaires. 

Les axes des coordonnées étant rectangulaires, les droites iso- 
tropes qui passent par Torigine ont comme équation 

y = + fj? y = — w? 

ou 

y — ia: = o y-j-ix=:o. 

L'équation qui représente ces deux droites est donc 

(y— «^)(y+w?)=o 

ou 

y'-|-ar*=:o. 
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Par suite des généralisations faites précédemment par conven- 
tion, les droites isotropes jouissent analytiquement des pro- 
priétés suivantes : 

i® La distance de deux points quelconques d'une droite isotrope 
est nulle. 

Soit 

(i) y = ix + à 

l'équation d'une droite isotrope. Prenons .sur cette droite les 
deux points quelconques (j?', y'), (x",y"); nous aurons par con- 
vention 

{«) d' = {x'-x"y + {y'-y"y 

puisque ces points se trouvent sur la droite (i) nous aurons 

y'zrzix' + à 
y" . r. ii" + b 

par suite 

y'-y" = i{af-a/'} 

alors en remplaçant dans (2) nous aurons 

d' -- (x' — x"Y ■+- tV — x") » 
ou 

d' --ri O. 

2* Une droite isotrope est perpendiculaire sur elle-même. 
D'après notre généralisation, nous disons que, en coordonnées 
rectangulaires, deux droites imaginaires sont perpendiculaires 
entre elles, lorsqu'on a ^ 

i -\-aa^ =1 o 

a et a' désignant les coefficients angulaires des deux droites. Si 
nous comparons une droite isotrope à elle-même, nous avons 

3° L*anglè que forme une droite isotrope avec elle-même est 
indéterminé. 

D'après notre généralisation, nous disons en coordonnées rec- 
tangulaires que Tangle de deux droites de coefficients angulaires 
a et a* est indéterminé, toutes les fois que les deux termes de 

laiBBR et Weill. 7 
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tgV, c'est-à-dire ol — a et i +aa', sont nuls tous les deux. C'est 
ce qui se présente lorsqu'on compare une droite isotrope avec 
elle-même. 



THÉORÈMES SUR LES SYSTÈMES DE DROITES. 

Vhéorènte 1. 

L'équation algébnque de degré m{i) i {tu) ^=o représente un sys- 
tème de m droites réelles ou imaginaires parallèles à l'axe des y. 

Si nous représentons par a, 6, c, ... /, les m racines réelles ou 
imaginaires de l'équation (i), nous pourrons la mettre sous la 
forme 

(a) (a? — a){x — b)[x — c) {x — /) = o. 

Si nous considérons maintenant les m droites réelles ou imagi- 
naires parallèles h l'axe des y représentées par les équations 

X — a = o, X — b=-^o, X — / = o 

nous voyons que l'équation (a) est vérifiée par les coordonnées 
d'un quelconque des points d'une quelconque de ces droites, 
par suite l'équation (i) représente ces différentes droites. 

Théorème 2. 

L'équation algébrique de degré m (i) f {y) = o représente un sys- 
tème de m droites réelles ou imaginaires parallèles à Vaxe des x. 

Démonstration analogue à la précédente. 

Théorème 3. 

L* équation algébrique homogène de degré m {i) f{xy) ^^ o repj'é- 
sente un faisceau de m droites réelles ou imaginaires passant par 
V origine. 

Nous pouvons mettre l'équation (i) sous la forme 



x»^(..f) = o. 
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considérons maintenant Téquation en ' , 



<■•!) =»■ 



Si nous désignons par a, b,c ,., iy les m racines réelles ou ima- 
ginaires de cette équation, nous aurons 

alors nous pourrons mettre Téquation (i) sous la forme 



(i-")e-') (!-')=" 



ou 

(a) {y — ax){y~bx) {y — lx) = o. 

Considérons maintenant les m droites réelles ou imaginaires, 
passant par Torigine, représentées par les équations 

y — ax = o, y — bx = o, y — lx=:o. 

Nous voyons que Téquation (2) est vérifiée par les coordonnées 
d*un point quelconque d'une quelconque de ces droites, donc 
l'équation proposée représente ces différentes droites. 

Remarque. — Il résulte de ce qui précède que les coefficients 
angulaires a, é, ... /, de ces différentes droites sont les racines 
de l'équation 

f{i,K) = o 

obtenue en remplaçant dans l'équation proposée x par i, et y 
par K; K désignant l'un quelconque de ces coefficients. 

Problème 1. 

Détei^ner l'angle des deux droites représentées par Véquation 

\x^ + TLBxy -f- Cy' = G. 

Nous appliquerons la formule 

(a' — a)sin6 



lgV = 



i-\-aa' -\-[a-\- a') cobô 
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Si nous désignons par AB et CD les droites, comme il n*est pas dit 
dans renoncé s*il s*agit de Tangle CD avec AB, ou de AB avec CD, 
il faudra mettre le double signe ± devant le second membre. 
Nous écrirons alors 



(^) 



tgV:=± 



(a' — a)sinO 



I + aa' -|- (a -f a') cos 6 

Comme nous le savons , d'après une remarque précédente , a 
et a' sont les racines de l'équation 

CK» + 2BK + A =■• o 
alors on aura 






a' — a = =h 



2VB» — AG 



G 



1 ' ^^ 



en remplaçant dans (i) on aura 



tgV 



2V/B* — ACsinÔ 



A + C— aBcosO 

Remarque 1. — Si B* — AC = o, tgV=:o, alors les deux droites 
se confondent. 

Remarque 11. — Si A + C — 2B cos ô = o, IgV est infinie, par 
suite les deux droites sont perpendiculaires entre elles. 



Problème 3. 

Déterminer Véquation qui représente les bissectrices des angles 

des deux droites repré- 
y/ y\K sentées par Véquation 

(i) Aa?* + aBory + Cy' 




= o. 



Soient OA et OB les 
deux droites représen- 
tées par cette équation. 
Désignons par a et «' 
les plus petits angley^ 
formés par ces droites 
„. ^ avec Taxe des x, soient 

Fiff. 5o. 

OLj et OLj les bissec- 
trices des angles formés par ces deux droites. Désignons par y et y. 
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les plus petits angles formés par ces droites avec Taxe des x. 
Nous avons 

Nous pouvons dire alors que y représentant l'un quelconque 
des angles Yi et Y,, on a 

tg« + tg«- 

^ ^ ,-tgatga' 
ou 

^tKY tga + tg«' 



I— lg«Y ,— igatga' 

Si nous désignons par m le coefficient anvulaire d*une quelconque 
dos deux bissectrices, par a et a' les coefficients angulaires des 
droites représentées par Téquation (1), nous aurons 

msinô asinO a'sinO 



I + m cos ' + û cos 1 + û' f*'OS 6 



wisinO \* aa' sin*0 



/ wi sin Y 
\i+wicosO/ (*+« 



(i +«cosO)(i +û'C08(,) 

en chassant les dénominateurs et en simplifiant, nous aurons 
Téqualion 

(a) m\a -f- a' -f- ^i cos 6) -{- 2m{ i — aa') — [a-^-a!-^ 'xaa! cosO) = o 

a et a' sont les racines de Féquation 

par conséquent, on a 

^ C G 

en remplaçant, dans Téquation (2), nous aurons 

m*[— B + CcosO]+7w[G — A] — [— B + AcosO] = o 

qui nous donnera les coefficients angulaires des deux bissectrices; 
par conséquent nous aurons comme équation représentant les 
deux bissectrices 

[B — A cos 0]a:» — [A — G]a-y — [B — G cos û]y» =r o. 



102 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 



Problème 3. 

DétefTniner V équation qui représente le faisceau de droites joi- 
gnant Vongine aux points de rencontre de deux courbes données. 

Soient f{xy) = o, cp [xy) = o, les équations des deux courbes. Rem- 



^ y. 



plaçons a? et y par -, 7 ; les équations deviennent 

W ,(ff)=o. 



(■) 



<f?)=- 



t est une variable auxiliaire qu'on devra faire égale à l'unité pour 

retrouver les équations des deux courbes. 
Éliminons t entre les équations (i) et (2), 
soit (3) R[xy) = o, le résultat de celte 
élimination : je dis que cette équation 
représente le faisceau des droites cher- 
chées. 

En effet soit A(a?y) un point commun 
aux deux courbes, et M (ar^y,) un point de la 
droiteOA.Leséquations/*(ary)=:o,^(xy)=o, 
sont satisfaites pour a?=ar', y=y'; donc 




rm)- «'(77)=» 



admettent la solution commune t=i ; par suite, les valeurs ar'y' 
satisfont à l'équation R(xy) = 0. 
Mais l'on a les relations 

"^=^=1, d'où x,=ix' yi=>y'. 

if 

Remplaçons t x^y' par X<, Xa/, >j/', ou "kt, x^, y^ et éliminons "kt 
entre les équations 

le résultat de l'élimination sera 

R(Xa?', Xy') = o, ou bien R(ar,y,) = o, 
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c'est-à-dire que les coordonnées du point H satisferont à Téqua- 
tion R (a?y) = o. Donc cette équation représente Tensemble des 
droites qui joignent Torigine aux points communs aux deux cour* 
bes, puisqu elle est vérifiée par les coordonnées d'un point quel- 
conque de Tune de ces droites. Pour compléter la démonstration, 
il faut montrer que, réciproquement, tout point (a, p) dont les 
coordonnées vérifient l'équation R(aP)=:o appartient à Tune des 
droites considérées. En efi'et, d'après la théorie de Télimination, 

/ a B\ /a B\ 

les équations fi- M=::o, ^(-jj = o, admettent en t une solu- 
tion commune 0. Donc les équations 



a ^s 






/« p 


9 Ô \ 




/ 


^6 6 


7-7 


— (» 


'( 


V t 


6 è/ 






\6 Ô 



f\ 7.7 = 



O. 



où - est l'inconnue, admettent la solution commune -=:i. Par 
6 

conséquent, on a à la fois 

c'est-à-dire que les courbes considérées ont en commun le point 
dont les coordonnées sont 

a:=- y =-7' 

ô • e 

Le théorème est complètement démontré. 

Remarque 1. — Si les équations f[xy) = o, 9 [xy) = o sont algé- 
briques, il en est de même de R(xy) = o; par suite cette équation 
qui est vérifiée, lorsqu'on y remplace x par Xa:, y par >y, est ho- 
mogène, d'après un théorème démontré. Nous n'avons pas dé- 
montré que si l'équation transcendante R(a?y) = o est satisfaite 
quand on y remplace x par Xx, y par Xy, cette équation est né- 
cessairement homogène. 

Remarque II. — Si l'on veut avoir l'équation du faisceau des 
droites qui joignent un point (a^p) aux points communs aux deux 
courbes f{xy)=:o, tf{xy)=o', il suffit de remplacer dans les 
équations de ces deux courbes x et y par 

a + Xa? P + Xy 

i-f x' v+r' 

7* 
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puis d'éliminer X. La démonstration est analogue à la précé- 
dente. 



PROBLÈMES SUR LES SYSTÈMES DE POINTS 

Problème 1. 

Détermination des coordonnées du point partageant un segment 
de longueur déterminée dans un rapport donné. 

Lorsque nous disons qu'un point M partage un segment AB 
dans un rapport donné, nous entendons parler du rapport des 
segments MA et MB. 

Si nous désignons par {x^, y,), (Xj, y,) les coordonnées de 
Torigine A et de l'extrémité B du segment, par — X le rapport 
des segments MA et MB, par a et p les coordonnées du point 
cherché M, nous avons, d'après une question déjà traitée, 

X^ + AT, 



p= 



1 +x 



Problème 8. 

Détermination des coordonnées du point milieu d'un segment. 

Ce problème est un cas particulier du précédent : nous avons 
dans ce cas X = i[; alors en employant les mêmes notations que 
précédemment, nous aurons 

oc :^z ' 

o_. yi+.y« 

Problème 8. 

CENTRE DES DISTANCES^ PROPORTIONNELLES. 

On donne dans un plan un système de m points A , A , A , 

distribués d'une manière quelconque; on fait con^espondre à ces 
points les paramètres j* , j* , \j. . On considère maintenant le 
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segment A^A, et on détermine sur ce segment un point L^ partageant 

le segment dans fe rapport ; on joint ce point L^ au point A, 

et on détermine sur le segment L^A, un point L, partageant ce 

segment dans le rapport ^ ; on joint ensuite ce point L, av 

!*i + l*i 
point A4 et on détermine sur le segment h^\^ un point L, le par 

iageant dans le rapport î-^— ; — , et ainsi de suite. On déter^ 

V-i+H + i^s 
mine enfin^ en opérant toujours de cette façon, un demierpotnt L ; 

ce point est appelé le centre des distances proportionnelles des 
points du système considéré. On demande de déterminer les coor- 
données de ce point en fonction des coordonnées des difféi^ents 
points du système, et des paramètres qui correspondent à ces dif- 
férents points. 

Désignons par (x ,y ,\ (x^, y \ (x^, y \\ea coordonnées des 

points A , A , A formant le système considéré. 

Si nous désignons par a^ et ^^ les coordonnées du point L^ nous 
aurons, d'après le problème 1, 



«I— 7. — Pi — 



ri a i'i 



OU 



1+^ 1+^' 

"* f*l + t*î ' 1*1+1*» 

Si nous désignons par ot, et ^2 les coordonnées du point L,, nous 
aurons, d'après le même problème, 

«i-1 — jl~^3 Pt+ ,, I „ y» 

t*i + f*a Q _ f*i + t*s 

«î=- Pi— ;: — 

f*i + «*i f*i + f*« 

et, en remplaçant «j et p, par les valeurs déterminées précédem- 
ment, 

^ _ f*ia?i + t*83r, + fA,a?a _ y^i^i + t^aV» + l^aV» 

"'■^ (*i + f*2 + t*a 1*1 + 1*»+ l*a 
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£d conlinuant toujours de la même façoû, nous arrivons déO- 
nltivement pour les coordonnées du point L _ aux expressions 



»m— 1 — i ; ; Pm— 1 — ; j ; 



Remarque I. — Il résulte de la forme des expressions précé- 
dentes, que les coordonnées du point L _ sont tout à fait in- 
dépendantes de Tordre dans lequel on peut considérer les diffé- 
rents points du système. En d'autres termes, la position du 
point L __ est indépendante de Tordre dans lequel on considère 

les points du système. 

Il était essentiel de faire cette remarque, pour justiiler la 
définition du point L 



m-l 



CENTRE DES MOYENNES DISTANCES. 

Remarque IL — Dans le cas particulier où les paramètres qui cor- 
respondent aux différents points du système ont la même valeur, 
le point L _ est appelé le centre des moyennes distances des 

points du système considéré. 

Si nous désignons par fx la valeur commune des paramètres, 
nous aurons, d'après les formules précédentes, 

«m— 1 — ::: Pm— i — 



ou 



«m— 1 = 



mfx 



^1 J «Tj -j- -j— Xfn 

m 



771p. 



y, + y,+ + !/^ . 



Nous voyons que les coordonnées du centre des moyennes 
distances sont indépendantes du paramètre {i. 

Ces coordonnées sont les moyennes arithmétiques des coor- 
données des différents points du système. 
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APPLICATION DES THÉORÈMES SUR LES DROITES CONCOU- 
RANTES ET LES SYSTÈMES DE POINTS A LA DÉTERMINA- 
TION DE QUELQUES PROPRIÉTÉS DU TRIANGLE. 

Théorème 1. 

Les trois médianes d'un triangle se rencontrent en un même 
point, qui est le centre des moyennes distances des sommets du 
triangle. 

4" démonstration. Désignons par a la longueur CB el par h la 
longueur CA. 

Si nous prenons comme axes de coordonnées les côtés CB et 
CA du triangle, nous avons, comme équations des médianes 
AD,BE,CF, 

ibx-^ay — ab = o by-^-iay — ab = o bx — ay = o. 

Si nous multiplions par i les deux membres de la première de 
ces équations, par — i les 
deux membres des deux autres, 
et si nous ajoutons membre à 
membre les équations ainsi 
obtenues, nous avons une iden- 
tité. Donc les trois droites sont 
concourantes. 

2^ démonstration. Prenons 
comme origine le centre des 
moyennes distances des trois 
sommetsdulrianpçle. Si nous désignons par (ar^ yj, [x^,y^, (Xj, y.^ 
les coordonnées des sommets A, B, C par rapport à un système 
d'axes quelconques passant par le centre des moyennes distan- 
ces, nous avons 

(i) a?i + arj + jr, = o, y.+y^ + y^-o. 

Nous allons maintenant écrire l'équation d'une quelconque des 
médianes, delà médiane CPpar exemple. Pour cela, déterminons 
d'abord les coordonnées du point F. Nous savons que ces coor- 
données sont 

2 2 




Fig. 52. 



408 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

OU bien, d'après les relations (1), 



ar. 



p=-?ti 



y* 

3 



Nous avons alors comme équalion de la médiane GP 






y,+^' 



-. -L*^' 

^.+7 



;('+?) 



OU 



t/ar, — ary3 = o. 



Cette médiane passe donc par l'origine. 11 en est de même alors 
pour les deux autres. Donc les trois médianes d'un triangle con- 
courent en un même point qui est le centre des moyennes distances 
des sommets du triangle. 

Théorème 2. 

Les hissectnces des angles inténeurs (Tun tnangh concourent en 
un même point. 

Nous nous servirons du théorème suivant démontré en géométrie 
élémentaire. 

La bissectrice d'un angle intérieur d'un triangle partage le côté 

opposé en deux seg- 
ments dont le rapport 
est égal en valeur ab- 
solue au rapport des 
deux côtés adjacents. 
1" démonstration. 
Nous prendrons 
comme axes de coor- 
données les deux côtés 
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GB et CA du triangle. D'après le théorème que nous avons rap- 
pelé nous avons pour les équations des bissectrices AD, BE, CF 

(b -\- c)x -\- ay — ab = n, bx -\- {a -\- c)y — ab = o, x — y=o. 

Si nous multiplions par i les deux membres de la première de ces 
équations, par — i les deux membres de la deuxième, par — c 
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les deux membres de la troisième, et si nous ajoutons membre à 
membre les équations ainsi obtenues, nous avons une identité. 
Donc les trois droites sont concourantes. 

2* démonstration. Faisons correspondre aux trois sommets 
A, B, G, les paramètres a, b c, et prenons comme origine des 
coordonnées le centre des dislances proportionnelles de ces trois 
sommets. Si nous désignons par (ar^ y^, (x^, t/j), [x^, y^ les coor- 
données des sommets A, B, C par rapport à un système d*axes 
quelconques, passant par le centre des distances proportionnelles, 
nous avons 

Nous allons maintenant écrire Téquation d'une quelconque des 
bissectrices, de la bissectrice GP par exemple. Pour cela déter- 
minons d*abord les coordonnées du point F. D'après le théorème 
que nous avons rappelé nous avons pour ces coordonnées 

(^^ + bx^ ^__ ay, + by^ 
" a+b ^ a+b 

ou bien d'après les relations (i) 



ca^a p ^ — cy: 



.a-^-b a-j-b 

Nous aurons alors comme équation de la bissectrice GF 



^3 + 



cy^ 



ou 

yx^ — xy^^o. 

Celte bissectrice passe donc par l'origine. Il en est de même des 
deux autres, donc les trois bissectrices concourent en un même 
point qui est le centre des distances proportionnelles des trois 
sommets du triangle ABC, correspondant aux trois paramè- 
tres a, b, c. 

Théorème 3. 

Les perpendiculaires élevées sur les milieux des trois côtés d*un 
tfiangle concourent en un même point. 
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Prenons comme origine le centre des moyennes distances des 
trois sommetsdu triangle. Si nousdésignonspar(â;|,yj),(ar,2y,),(x3,y,) 
les coordonnées des sommets A, B, G par rapport à un système 
d'axes rectangulaires quelconques passant par le centre des 
moyennes distances, nous avons 

(l) X^ + X^ + X^ = o, y^-|-yj-fyj = o. 

Nous allons maintenant écrire Téquation de Tune quelconque 

des perpendiculaires, de la perpendi- 
culaire DD' par exemple. Pour cela dé- 
terminons d'abord les coordonnées du 
point D. Nous savons que ces coordon- 
nées sont 




X^-f-X^ 



Tig. 54. 
ou bien d'après les relations (i) 



•À 



û^ yi+yi 



X, 



p=~ 



2 



ou 



Nous aurons alors comme équation de la perpendiculaire DD' 

2x(x3 — X,) + ay (y3 — y^) + y i(y3 — yj) + Jf i(^^ — ar,) = o. 

Nous aurons de même pour les équations des perpendiculaires 
EE' et FF' 

2x(x^ — X3) + 2y(y j — . y,) + y^[y, — y^) + x^{x, — x^) = o 
2x(jr, — j-,) + 2y(y, — y,)+y3(y, — //j) + a:,(j:2 — J^,) = o. 

Si nous ajoutons ces trois équations membre à membre nous 
obtenons une identité ; donc les trois perpendiculaires concourent 
en un même point. 

Théorème 4. 

Les trois hauteurs d'un tnangle concourent en un même point. 
Prenons comme axes de coordonnées le côté CB et la hauteur 
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AO. Désignons par m, n. A, les trois longueurs OB, OG, OA. Nous 
avons comme équations des trois hauteurs BD, CE et AO 

nx-^-hy — m?i = o, mx — hy-\-mn = o, x = o. 
Si nous multiplions par i les deux membres des deux premières, 




Fig. 55. 

par — (wi + n)les deux membres de la dernière et si nous ajoutons 
membre k membre les équations ainsi obtenues, nous avons une 
identité. Les trois hauteurs sont donc concourantes. 

POLAIRE D UN POINT PAR RAPPORT A UN SYSTÈME DE 

DEUX DROITES. 

Définitions. Considérons sur une droite x'x deux points fixes 
A et B. 



-X 



B 



M' 



Imaginons qu'un point mobile M se déplace sur la droite. 

MA 

Examinons les variations du rapport -— - des distances de ce point 

Mo 

mobile aux deux points fixes A et B. M se mouvant de A à B, le 

MA 

rapport —varie de o k — oo ; M allant de B vers x le rapport 

varie de + oo à i ; enfin M se déplaçant de A vers x' le rapport 
varie de o à i. Il y a donc, quelle que soit la valeur absolue consi- 
dérée pour le rapport, deux positions du point mobile pour 
lesquelles le rapport a la valeur absolue considérée. Une des 
positions est entre A et B, l'autre est en dehors de l'intervalle 
AB ; soient M et M' ces deux positions. 
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Nous disons que les deux points M et M' sont conjugués harmo- 
niques par rapport aux deux points A et B. Nous dirons aussi 
que les quatre points A, B, M, M' forment une division harmo- 
nique. 

Dans ce cas nous aurons par dé&nition 



de \h nous tirons 



MA 


M'A 


MB 


M'B 


AM 


BM 



A M' 



BM' 



(jui nous montre que si les points M et M' sont conjugués harmo- 
niques par rapport aux deux points A et B, A et B sont conjugués 
harmoniques par rapport à M et à M'. 



Théorème. 

h' tant donné un système de deux droites AB et CD, et un point 
fixe P, si on mène par le point P une sécante quelconque PEP, U 

point M conjugué harmo- 
nique de P par îxipport 
aux deux points E et f 
décrit une ligne droite. 

Pour le démontrer 
nous prendrons comme 
axes les droites AB et CD. 
Désignons par x^, y^ les 
coordonnées du point P, 
par xei y celles du point 
M. Si nous désignons 
par — X le rapport des 
distances d'un point 
quelconque de la sécante aux deux points P et M, par X, Y les 
coordonnées du point ainsi considéré, nous aurons 
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<■) 



Xj+Xa: 

yi + ^y 

i+X' 



x = 



Y:= 
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Le système des deux droites AB, CD est représenté par l'équa- 
lion « 

(a) xy = o. 

Nous obtiendrons donc les valeurs de X qui correspondent aux 
points E et F où la sécante rencontre les deux droites, en écrivant 
que les valeurs de X et de Y fournies par les formules (i) vérifient 
l'équation (a). 

Nous obtenons ainsi Téquation 

(ar,+>a?) (?A + >y) _ 
,4-X i+X 

ou bien 

(3) xyk* + (xy^ + yx,)X + a?,y, = o. 

Nous savons, d'après une remarque faite précédemment, que les 
deux points Ë et F sont conjugués harmoniques par rapport aux 
deux points P et M, par conséquent les valeurs de X qui leur 
correspondent sont égales et de signes contraires. 

Les deux racines de Téquation (3) étant égales et de signes con- 
traires, nous aurons 

(4) ary, + yx,=io. 

Nous avons ainsi une relation entre les coordonnées du point M 
dans une quelconque de ses positions, et les constantes x^yy^; 
c'est donc, par définition, Téquation de la ligne que décrit le 
point M. Nous voyons d'après Téquation (^) que cette ligne est 
une droite passant par le point de rencontre des deux droites 
données. Cette droite est nommée la polaire du point P par rap- 
port aux deux droites AB et CD. On dit que le point P est le pôle 
de la droite OM par rapport aux droites AB et CD. 

Remarque I. — Nous pouvons mettre Téquation (i) sous la forme 

(5) y-^-^à- 

Il est facile de voir que quel que soit le point P de la droite 

le rapport— a une valeur constante. Par conséquent les différents 
x^ 

points de la droite OP ont la même polaire. 
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Remarque U. — Si nous coupons le faisceau des quatre droites 
OP, OM,OE, OP, par une sécante quelconque PMEF, il résulte de 
la remarque précédente que les quatre points P, M, E, F forment 
une division harmonique, pour cette raison nous disons que Me 
faisceau considéré est un faisceau harmonique. 






DES COORDONNÉES DANS L'ESPACE 



/y 



Définitions. Traçons dans Tespace trois droites x*x, y'y^ z'z^ se 
coupant en un point et formant un trièdre. Par un point quel- 
conque M de l'espace, menons 
des plans parallèles aux trois 
plans xOy, yOs, zOacr, nous for- 
merons un parai lélipipède. Le 
point M sera déterminé si Ton 
donne les longueurs des arêtes 
de ce parai lélipipède et le sens 
dans lequel chacune de ces 
longueurs doit être portée sur 
les droites x*x, y'y, z*z ; les 
segments qu'il faut ainsi porter 
sur ces droites s'appellent les 
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coordonnées du point M, et sont désignés respectivement par les 
lettres ar, y, z. 

Etant donné dans Tespace un point M, menons par ce point 
une parallèle à Oz; celte droite 
rencontre le plan arOy en un point 
B; par le point B menons une 
parallèle à Oy ; cette droite ren- 
contre Ox en un point A. Le 
chemin OABM s'appelle contour 
des coordonnées du point M ; le 
chemin OA parcouru de vers 
A représente, en grandeur et en 
signe, la coordonnée x; le che- 
min AB parcouru de A vers B re- 
présente en grandeur et en signe 
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la coordonnée y, enfin le chemin BM parcouru de B vers M repré- 
sente, en grandeur et en signe, la coordonnée z. On peut constituer 
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un contour équivalent en procédant dans un autre ordre relati- 
vement aux trois axes. 

Remarquons qu'un point tel que B, et que l'on appelle projec- 
tion de M sur le plan xOt/, a sa coordonnée z égale à zéro, et ses 
coordonnées x et y, égales à celles de M. 

Lorsque les plans xOy, arOz, yOz, qu'on appelle plans coor- 
donnés, forment un trièdre trirectangle, on dit que les coordonnées 
sont rectangulaires. 



REPRÉSENTATION DES SURFACES. 

Théorème. 

Une surface est représentée par une équation entre les eoor- 
données d'un quelconque de ses points. 

Soit S une surface quelconque ; traçons trois axes de coor- 
données et prenons 
Z/ dans le plan orOy un 

^ point P ; la parallèle 

àOz menée par P ren- 
contrera la surface 
en un ou plusieurs 
points tels que M; il 
résulte de là que. 
pour un point de la 
surface, la coordon- 
née z dépend des coor- 
données X et y; en 
d'autres termes il 
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existe entre les coordonnées une relation /" (xyz) = o, qu'on ap- 
pelle équation de la surface. 



m 

Théorème. 

Réciproquement, toute équation {(\yz)= o entre les coordonnées 
représente en général une surface. 

Examinons deux cas particuliers : 

1* L'équation ne contient qu'une seule coordonnée. 

Soit f(z) = o l'équation. 
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On en déduit z=: a, z = bj... 

Donc un point quelconque de la surface est situé sur Tun des 
plans parallèles à xOy, représentés par les équations z = a, 
z^^ b, 

En d'autres termes Yéquation f (z) = o représente un ensemble 
de plans parallèles à xOy ; ces plans peuvent, d'ailleurs, être réels 
ou imaginaires, selon la nature des racines de V équation î{z):=zo. 
En particulier, Téquation z = o re- 
présente le plan xOy. 

2* L'équation ne contient que deux 
coordonnées, or et y par exemple. 

Cette équation étant de la forme 
f{Xj y) = o, considérons, dans le 
plan xOy, la courbe représentée par 
cette même équation. Par un point A 
(jp,y,) pris sur cette courbe, menons 
une parallèle à Oz, et prenons sur 
cette droite un point M de coordon- 
nées (XjyjZj) ; il est évident que les 
coordonnées de ce point vérifient 
l'équation de la surface ; donc l'é- 
quation représente un cylindre dont les génératrices sont paral- 
lèles à Oz, et dont la base a, dans le plan xOy, pour équation 
f{xy) = o ; d'ailleurs les coordonnées d'un point non situé sur ce 
cylindre ne vérifient pasTéquation. On peut donc énoncer le théo- 
rème suivant : 

Théorème. 

Toute équation à deux variables de la forme f (xy) -: o repré- 
sente un cylindre dont les génératrices sont parallèles à Oz. 

Examinons maintenant le cas général où l'équation donnée 
est 
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(0 



f[xyz)z=o. 



Les points dont les coordonnées vérifient les équations simul- 
tanées 

z = d 
/[xyd) = o 



sont sur une courbe, intersection du plan représenta par la pre- 
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mière équation, et du cylindre représenté par la deuxîènne; les 
coordonnées d'un point quelconque de cette courbe véritienl 
Téquation (i). Faisons varier rfd'une manière continue; la courbe 
se déplacera, et se déformera d'une manière continue, donc elle 
engendrera une surface, qui est le lieu des points dont les coor- 
données vériQent l'équation (i). 



REPRESENTATION DES LIGNES. 

Une ligne étant Tinterseclion de deux surfaces sera donc re- 
présentée par deux équations 

en d'autres terme?, les coordonnées d'un point de la ligne véri- 
fieront à la fuis les deux équations. Ainsi les deux équations 
simultanées 

2 = fl^y^) = o 

représentent une courbe située dans le plan xOy. 



ANGLES DE DEUX DIRECTIONS. 

Pour fixer une demi-droite ou une direction, on donne les an- 
gles a, p, Y, que fait celte di- 
rection avec les axes Oar, Oy, 
Or, des coordonnées positives, 
les angles sont liés par une 
relation, car deux d'entre eux 
déterminent le troisième. 

Supposons les coordonnées 
rectangulaires, et soient deux 
directions OD, 01)' passant par 
l'origine et faisant avec les 
axes des angles or, p, y, a', p', 
y. gj y'. Prenons sur OD un point 

M (a?, y, z), et soit OABM le 
contour de ses coordonnées; projeton? orthogonalement les 
chemins OABM, et OM, sucessivement sur Ox, Oy, O2, OD, OD' 
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nous aurons 

{ I ) x = OM 008 a 

(a) y--OMcosp 

0) zi^OMcosr 

(î) arcosa-|-ycosp-|-2CosY = 0M 

(5) . a?cosa'4-ycosp' + 2COSY' = OMcos(D',D). 

- Les équations (i), (2), (3), (^1) donnent 

cos 'a + cos *p -|- cos ^Y = I . 

Les équations (1), (2), (3), (5) donnent 

cos(D', D) = cos a. cos a' + cosp.cos P' + cos y-cos y'- 

On a donc les deux théorèmes suivants : 

Théorème. 

Les cosinus des angles œ, p, y» d'une direction avec trois axes 
rectangulaires sont liés par la relation 

cos'a + cos*p-j-cos'Y= '• 

Théorème. 

Le cosinus de l'angle V, que font entre elles deux directions 
faisant respectivement avec trois axes rectangulaires des angles a, 
P> Y» «'» Pi y'^ ^^l donné par la formule 

cosV = cosot.cosa'-{-co8p.cosp' + cosY.cosY'. 

TRANSFORMATION DES COORDONNÉES. 

Une surface ayant pour équation 

f[xyz) '^ o 

par rapport h un système d'axes Oaryz, il est souvent utile d'avoir 
l'équation de cette même surface rapportée à un nouveau sys- 
tème. Si Ton connaît les relations qui donnent les coordonnées 
af, y, z, d'un point M, en fonction des coordonnées x'y'z* de ce 
même point par rapport au nouveau système, on aura immé- 
diatement Téquation de la surface, rapportée au nouveau sys- 
tème en remplaçant xijz par leurs valeurs en fonction de x'y*z' 
dans Féquation f(xyz) = o. 
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1* CHANGEMENT D*0RIGINE. 

Les nouveaux axes sont parallèles aux anciens, et l'on donne 
les coordonnées x^yo^o de la nouvelle origine 0' par rapport aux 

anciens axes. 

Soit M, un point dont les coor- 
données anciennes sont x, y^ s, 
et les nouvelles ar'y'z'. 

Projetons sur Ox les deux 
chemins OM,00'M, à IVide de 
plans projetants parallèles au 
plan yOz; nous aurons 

X — Xa I X » 

On trouve de même 
Telles sont les formules cherchées. 




2^ CHANGEMENT DE DIRECTION DES AXES. 

Les axes primitifs Ox, Oy, Oz faisant entre eux des angle» 

t/Oz = X, zOa; = fi, a?Oy=v, 

représentons par a, 6, c, les cosinus des angles de Ox', nouvel 

axe des x positifs, avec les axes 
primitifs, Ox, Oy, Oz; par a'éV, 
a!'b'^c'\ les quantités analogues re- 
latives à Oy', Oz'. 

Soit M un point de coordonnées 
anciennes x, y, z, et de coordon- 
nées nouvelles x',y',z', et OABM, 
OA'B'M, les deux contours de ces 
coordonnées; projetons orthogo- 
nalement ces deux contours suc- 
cessivement sur Ox, Oy, Oz, nous aurons : 

X + y cos V -{- z cos fA = ax' + a'y' + a'z 




"-f 



X cos V + y + 2 cos X = ôx' -[- b'y' -|- é'z' 
a; cos (X + y cos X -f- z = ex' + c'y' -f- c"z. 
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Il faut tirer x, y, z de ces formules pour résoudre le problème 
de la transformation; il est donc nécessaire que le dénominateur 
commun des inconnues soit différent de zéro. Ce dénominateur 
commun esjt 

I — COS*X — COSV — C08*v-|-2C0sX.C0S^.C0SV 

et il peut s'écrire 

[cos X — cos (fA + ^)] [cos (}X — v) — cos X] . 

Aucun de ces deux facteurs ne peut être nul si les axes pri- 
rnitifs forment un véritable trièdre, ce que Ton suppose nécessai- 
rement. 

CAS PARTICULIER. 

• 

Un cas très important est celui où les deux systèmes sont rec- 
tangulaires. 

Les formules de transformation sont alors 
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x = ax* -\- a! y' -f- a's 
y.^6ar' + 6y + 6V 

z — ex* + ^'y* + c'2' 

et Ton a 

a» + ô» + c»=i 

aa! + bb*-\-cc' = o 
(a) aV + ^^'' + c'c' = o 

aa' + bb' + cc'-o. 

On voit que les neuf cosinus sont liés par 6 relations; il en reslo 
donc 3 d'arbitraires, ce que la géométrie montre facilement. 

Remarque. — En considérant l'ancien système relativement au 
nouveau, on voit que Ton a les six autres relations, non distinctes 
des précédentes, quoique en différant dans la forme 

(3) 6» + b'^ + b"^ =z I 

ab + a'b' + a"b" = o 

(4) aC'\-a'c'-{-a''c'' = o 

bc + b'c' + b'c''-=^o. 
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TRANSFORMATION GÉNÉRALE. 

Lorsqu'on chanîçe à la fois Torigine et la direction des axes, les 
formules de Iransformalion sont de la forme 

y = //o + «iy' + *i?/ + ^|Z' 



CLASSIFICATION DES SURFACES. 

• 

On les clause en surfaces algéhiiques et surfaces transcendantes; 
Téquation des premières peut toujours être mise sous la forme 
d'un polynôme entier en a:, y, z, égalé à zéro ; on dit que la sur- 
face est à' ordre m, si celle équation est de degré wi, c'est-à-dire 
si la somme des exposants de or, y, z dans les divers termes 
atteint et ne dépasse pas m. D'après la forme des formules de 
transformai ion, le degré d'une surface ne peut être augmenté 
quand on change d'axes, par suite il ne peut être diminué. 

Théorème. 

Une surface algébrique d'ordre m est coupée par un plan sut- 
vant une courbe de degré au plus égal à m. 

Prenons pour plan xOy le plan sécant; l'équation de la surface 
étant f(xyz)=zo, on aura lYqiiation de la section par le plan xoy 
çn faisant 51-0 dans l'équation, ce qui donne f{xyo) = o. Le 
degré de cette courbe est au plus m. 

Théorème. 

Une surface algébrique d^ ordre m est coupée par une droite en 
un nombre de points au plus égal à m. 

En effet, prenons pour axe des 2 la droite, et soit f(xyz)=:o 
l'équation de la surface: en tout point de Taxe Oz, les coordon- 
nées a: et y sont nulles; si donc on fait à la foisx=o, y=o, 
dans l'équation de la surface, on aura l'équation donnant les z 
des points de rencontre de la droite et de la surface ; cette équa- 
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lion en x, qui est /*(ooz)=o, est d'un degré au plus égal à m, ce 
qui démontre la proposition. 

Définition. On dit qu'une courbe gauche^ c'est-à-dire non plane, 
est d'ordre m, lorsqu'un plan la rencontre en m points. Ceci posé 
on a le théorème suivant : 

Théorème* 

L'intersection de deux surfaces, Vune d^ ordre m, Vautre d' ordre ^^ 
est une courbe gauche d'ordre mp. 

En effet, un plan détermine dans les deux surfaces des courbes 
de degrés m et p, qui ont mp points communs ; or, ces points sont à 
Tintersection du plan considéré et de la courbe gauche commune 
aux deux surfaces. 
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PLAN. 

Nous considérerons le plan comme un cylindre à directrice 
rectiligne. 

Théorème. 

L'équation générale du premier degré à trois variables représente 
un plan. Cette équation générale étant 

Aa: + By + Cz + D=:o, 

supposons d*abord que A et B soient nuls; Téquation e^i 
alors Cz+D = o, ou 

— D 



z = 



C 



elle représente un plan parallèle au plan des xy. 
Supposons, en second lieu, que G soit nul ; Téqualion 

Aa: + By + D = o 

représente, comme on le sait, un cylindre dont les génératrices 

sont parallèles à Ojs, et dont la trace sur le plan xOy a pour 

équation 

Aa: + By + D— o 

c'est donc un plan parallèle à Oz. 
Passons et Téquation générale 

(i) Aa? + By + G2 + D = o. 

Les équations simultanées 

^'^^ Aa? + By + GX + D=r.o 

représentent une droite située sur la surface et qui se meut paral- 
lèlement à une direction ûxe, quand X varie. Donc la surface 
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représentée par réquation(i) est du genre cylindre. Les coor- 
données de la trace de la droite variable sur le plan xOz s'ob- 
tiennent en faisant y = o dans les équations (a). Donc les coordon- 
nées de ce point sont 

z, --\ 
y,rr_-0 

Q+D 



X,= — 



Quand X varie, ce point se meut sur la droite du plan xOz, qui 
a pour équation 

Cz + D 



X=: 



Donc la surface représentée par Téquation (i) est un cylindre à 
directrice rectiligne, c'est-à-dire un plan. 



Théorème. 

Réciproquement f tout plan est représenté par une équation du 
premier degré. 

En effet, une propriété caractéristique du plan est la suivante : 
si d*un point quelconque du plan on abaisse 
sur une droite lixe une perpendiculaire, le 
pied de celte perpendiculaire est le même, 
quel que soit le point choisi dans le plan. 

Ceci posé, abaissons de Torigine une per- 
pendiculaire OP sur le plan, et supposons 
que la demi-droite dirigée de vers P fasse 
avec les axes des coordonnées positives des 

angles», p, Y- 

D'un point }A(xyz) du plan, abaissons sur 
OP une perpendiculaire, elle tombera en P; 
projetons orthogonalement sur OPIe chemin OPM, et le contour 
OABM des coordonnées de M ; nous aurons la relation 

X cos a -[- y cos P 4" ^ cos y = OP, 
qui convient à tous les points du plan ; c'est l'équation du plan. 
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PROBLÈMES SUR LE PLAN. 

L'équation générale du plan renferme trois parannètres, qui sont 
les rapports de trois des quantités A, B, G, D, à la quatrième. Nous 
dirons que le plan est assujetti à une condition, si une propriété 
géométrique du plan se traduit par une relation entre ces trois 
paramètres. 

Problème 1. 

Trouver Véquation générale des plans passant par un point M 

(xyz'). 

[/équation générale du plan étant 

Aa? + By + Cz + D = o, 

si on l'assujettit à passer par M, on aura 

Aa:' + By' + Cz' + D = o. 

De celte relation entre les paramètres, on peut déduire l'un 
d'eux en fonction des autres ; généralement, on exprime D à l'aide 
de A, B, G; ce qui donne pour l'équation cherchée 

A(x-a?') + B(y-y') + G(3-2') = o, 

qui ne renferme plus que deux paramètres. 

Problème 2. 

Trouver l'équation générale des plans passant par une droite 
donnée. 

Ge problème revient à trouver l'équation générale des plans 
passant par deux points ou par l'intersection de deux plans donnés. 
Kn se plaçant à ce dernier point de vue, l'équation cherchée est 

dans laquelle P et Q sont les premiers membres des équations 
des deux plans donnés, et X un paramètre arbitraire ; en effet, 
d'abord l'équation (i) représente un plan passant par la droite D 
commune aux deux plans, car les coordonnées d'un point de la 
droite D annulent les fonctions P et Q, par suite la fonction P-j-XQ. 
Je dis que tout plan R passant par D est représenté par Téqua- 
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tion (i), pour une valeur convenable de X; en offet, déterminons X 
de manière que Téquation (i) représente un plan S passant par 
un point donné M (po^t/z*) du pian R; pour cela il faut que X satis- 
fasse à la relation 

en appelant P' et Q', cequQ deviennent les fonctions F et Q quand 
on y remplace les coordonnées courantes par celles de M; dès 
lors, ]e plan S dont Téquation est 

F' 

a, en commun avec le plan R le point M et la droite D, donc il 
coïncide avec lui. 

Théorème. 

Lorsque l'équation (Vun plan contient un paramètre arhitaire au 
!•' degré, tous les plans qu'elle représente passent par une droite 
fixe. 

Kn effet, une pareille équation peut toujours s'écrire 

P + XQ:=o. 

Thforème. 

Pour que trois plans ayant pour équations 

F = <), Q = o, R = o, . 

passent 'par une même droite, il faut et il suffit qu'il existe entre 
les fonctions F, Q, R, une relation linéaire et homogène. 

\^ La condition est nécessaire. En effet, si le plan P passe par 
la droite D, intersection des plans Q et R, son équation doit pou- 
voir se mettre sous la forme 

Q + XR=:o, 

c'est-à-dire que Ton a identiquement 

F = K(Q4-XR). 

en d'autres termes 

(i) XP + (tQ+vR = o. 
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^^ La condilion est sufûsante. En effet, si ridenlité (i) a lieu, 
l'an des nombres X, (a, v étant différent de zéro, autrement elle 
n'aurait aucun sens, on a par exemple X^o, d*où 

ce qui montre bien que le plan P passe par Tintersection des 
deux autres. 

En supposant > 

P=Aar + By + Cz + D 

Q=rA'a? + B'y + C'z + D' 

R=:A''a: + B''y + C'z + D' 

ridentité développée donnera 

XA + jaA' + vAV-.o 

XB + JaB'+vB':- O 
XG-hfxC'+vCr ro 

XD + ixD'+vD'ir^o. 

Ces équations en X, ^a, v, devant admettre une solution, il faut 
que le dénominateur commun de trois quelconques de ces quatre 
équations soit nul. 

Problème 3. 

Trouver l'équation d'un plan passant par trois points (x'yY) 
(x"y"7/') (xyV). 

L'équation générale d'un plan passant parle i**' point étant 

A(^ ~ ^') + B(y - y') + C{z - z') :^ o, 

on déterminera les rapports des paramètres A,B,C, en écrivant 
que cette équation est vériûée quand on y remplace x.y^z^ suc- 
cessivement par (a:"y"z"), (x'y'z"). 

En particulier, si les trois points sont donnés sur les axes cooi^ 
donnés, l'équation du plan prend, comme cm le voit facilement, 
la forme 

abc 



1 
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Problème 4. 

Trouver l'équation générale des plans passant par le point de 
concours de trois plans ayant pour équations 

P=i:o, Q = o, R = o. 

• 

L'équation (i) P + XQ4-fAR = o représente, quels que soient 
> et {JL, un plan passant par le point considéré. Elle les représente 
tous, car si Ton prend, sur un plan quelconque R passant par le 
point, deux points quelconques {x^y^z^)y (x^y^z,), on pourra déter- 
miner X et {A, de manière que Téquation (i) représente un plan 
passant par ces deux points, et, par suite, coïncidant avec le plan R, 
comme ayant avec lui trois points communs ; X et (& seront donnés 
par les équations 

en désignant par P^OiRp ce que deviennent les fonctions 
linéaires P,Q,R, quand on y remplace les coordonnées courantes 
par celles du point {x^y^z^)t et de même pour PsO^Rf 

Théorème. 

Pour que quatre plans ayant pour équations 

Pi=o Qi=o R = o 8 = 0, 

aient un point commun, il faut et il suffit qu*il existe des nombres 
a, ^, y, ù, non nuls à la fois et satisfaisant à identité 

aP + PQ + YR+%S = o. 

La démonstration est analogue à celle du théorème relatif 
à trois plans ayant une droite commune. 



Problème 5. 

Trouver les conditions pour que deux plans soient parallèles. 

Soient les deux plans P,Q, ayant pour équations 

Aa? + By + Cz + D = o 
A'x + Wy + Gz + D' = o. 

Ihbir et V(^BiLL. 9 
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Pour qu'ils soient parallèles, il faut et il suffit que leurs 
traces sur deux plans coordonnés soient parallèles, ce qui donne 
les relations 

A' ~ B' ~ & 

Problème O. 

Trouver t intersection de trois plans. 
Soient 

(i) Aa:-f By-f Cz + D = o 

(2) Aja: + B,y + C,z + Di = o 

(3) A,x + B,y + C,z + D, = o 

les équations des trois plans. 

Pour discuter leur intersection, nous étudierons les cas princi- 
paux qu*elle peut présenter au point de vue géométrique, et nous 
chercherons les relations algébriques qui en résultent entre les 
coefficients des équations des plans. 

Premier cas. Les plans forment un véritable trièdre. 

Ils ont un point commun à distance finie ; les équations ( i ), (^), (3), 
où Ton considère x,y,z, comme des inconnues sont compatibles, 
donc le dénominateur commun des inconnues, que nous appel- 
lerons H, est difl'érent de zéro. 

Deuxième cas. Les plans forment un prisme triangulaire. 

Si par Torigine on mène des plans parallèles aux trois plans, ces 

plans auront une droite commune ; or, les équations des plans 

ainsi obtenus sont 

# Aa? -|- By -|- Cz = o 

Ai^ -f- Bjy + C,z = o 

A,x -f B,y + C,z = o. 

Ces plans ayant un point commua autre que Toriglne, on 
a H = 0. 

Troisième cas. Les plans ont une droite commune. 

Il existe des vale^irs X, (a, v, non nulles à la fois, vérifiant 
les quatre relations 

XA + fAA| + vA, r^ o 
XB + fxBj + vB, =: o 
XC + fjiC4 + vC, = o 
XD + fxD,+vD, = o. 
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Quatrième cas. Les plans sont parallèles. 
On a alors les relations 

A_B_C A — 5. — £. 

Aj Bj Cj Aj Bj C, 

Cinquième cas. Les plans sont confondus. 
On a les relations 

A BC D 

â;~b,~c;~d; 

Aj~"B,""Cj~"D, 

En effet, pour que deux équations représentent le même plan, il 
faut et il sufût que les traces, sur les plans coordonnés, des 
plans représentés par les deux équations se confondent, d'où ré- 
sultent les relations indiquées. 

Remarque. — Pour qu'un plan soit rejeté h Tinûni, il faut et il 
suffit que les points où il rencontre les axes coordonnés soient 
rejetés àTinfini; par suite, dans Téquation de ce plan les coef- 
ficients des variables seront nuls. Dans la discussion précédente, 
on peut supposer qu'un ou plusieurs des plans soient rejetés à 
l'inQni, on retombe ainsi, comme le voit facilement, sur Tun 
des cinq cas examinés. 

Problème 9, 

Trouver l'angle de deux plans (Coord. rectang.). 

On appelle angle de deux plans Tangle dont il faut faire tourner 
Tun d eux pour l'appliquer sur l'autre ; mais ici, il est impossible 
de définir le sens du mouvement qui amène un des plans sur 
Tautre, aussi la formule donne pour le cosinus de cet angle deux 
valeurs égales et de signes contraires, qu'on ne peut distinguer 
Tune de l'autre, si l'on ne fait intervenir dans la question un 
élément qui lui est étranger, à savoir la position du système des 
plans coordonnés par rapport au système des deux plans. 

L'équation d'un plan étant 

Ax+By + Cz + D = o, 
et, en introduisant la normale au plan 

X cos a + y cos p -^- z tos y — p = o. 
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on aura 

cosa cos^ cosy i 



ABC it^A* + B* + ff 

Pour un deuxième plan, on aura de même 
C08 a' cos p' cos y' I 



B' G' 



d'où 

cos V = cos a, cos a' -}- COS p, COS p' + cos Y, cos y' 
_ AA^ + BB^ + Çg 

~~±VA' + B» + G* V^'^ + B'^ + G* 

en appelant Y Fangle des deux normales, qui est égal à Tangle 
des deux plans. On voit que cette valeur comporte un double signe, 
résultat prévu. En particulier, le cosinus de Tangie du premier 
plan avec le plan des xy est donné par la formule 

G 

cos Y = =-, 

=i=VA' + B* + G« 

et de même, pour les angles du plan avec les autres plans 
coordonnés. 
La condition de perpendicularité des deux plans est 

AA' + BB' + CG' = o. 

Pour exprimer qu'ils sont parallèles, il faut écrire que cos V 
est égal à I ; en développant cette condition, on retombe sur les 
relations connues 

A_B_G 
A'""F"~G'" 

Pour faire ce calcul, on s'appuie sur l'identité de Lagrange. 

LIGNE DROITE. 

Projections d'une droite. Gonsidérons les deux plans repré- 
sentés par les équations 

(i) a?=a3 + p 

W y = ¥ + 9' 
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Les coordonnées d*un point de la droite commune aux deux 
plans vérifient à la fois ces deux équations ; on dit que ces deux 
équations, prises simultanément, représentent une ligne droite ; 
les projections de cette droite sur les plans arOz, yOz, sont repré- 
sentées respectivement par les équations (i) et (2). De ces équa- 
tions on déduit, par Télimination de z, Téquation 

(3) bx — ay=zbp — aq, 

qui représente la projection de la droite sur le plan xOy. 

Les équations précédentes ont l'avantage de ne renfermer que 
quatre paramètres indépendants a,b,p,qy lesquels sont nécessaires 
à la détermination d'une droite dans l'espace ; mais, si Ton donne 
h, tous ces paramètres des valeurs finies, on n'obtient pas, à l'aide 
de ces équations, la représentation d'une droite parallèle au plan 
des xy. 

Supposons qu'on définisse sur une droite un sens de mouve- 
ment ou une direction ; d'un point A (^oVo^o) 
pris sur une droite, on marche sur cette 
droite dans un sens donné, de A vers M, par 
exemple ; et soient {xyz) les coordonnées de 
M, et p, la distance AM, longueur absolue, 
c'est-à-dire essentiellement positive. Par le 
point 0, origine des coordonnées, menons 
une demi-droite OD, parallèle à la demi- '** 

droite AM, et soient a,6,c, les coordonnées d'un point D pris sur 
cette demi-droite ; nous aurons, comme en géométrie plane, les 
relations 

^*^ a ~" 6 ~" c OD 

En donnant à p toutes les valeurs de o à -|- ^i nous aurons 
tous les points de la demi-droite AM ; pour avoir les points de la 
direction opposée, il suffit, en prenant toujours p positif, de 
changer à la fois les signes de a^b^c. 

On peut donc dire qu'en donnant à p toutes les valeurs posi- 
tives et négatives, on aura les points de la droite indéfinie ; en 
d'autres termes, les équations considérées peuvent représenter 
une droite quelconque ; en particulier, pour avoir les droites 
parallèles à l'un des plans coordonnés, au plan des xy, par 
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exemple, il faut faire c = o, et les équations deviennent 

Remarque. — Les équations (4) renferment, en apparence, six 
paramètres x^y^Zç^ abc. Mais il est facile de voir qu'il n*y en a que 
quatre indépendants. En effet, d'abord, les quantités a,b^c^ qu'on 
peut appeler paramètres de direction, ne sont connues que par 
leurs rapports ; ensuite le point x^y^z^ étant un point arbitraire 
de la droite, Tune de ses coordonnées est quelconque, on voit 
don bien que les équations ne renferment que quatre paramètres 
indépendants. 

Problème 1. 

Trouver la distance cTun point à V origine. 

Soit D le point de coordonnées a^h^c, 

i> Projetons orthogonalement sur les axes et 
sur OD les chemins OPQD (contour des cordon- 
nées de D), et OD, nous aurons, en appelant >, 
p, V, les angles que font entre eux deux à deux 
les axes coordonnés, a, p, -y, les angles de la di- 
rection OD avec les directions positives des axes 

a-\-b cos V -|- c cos |x = OD cosa 
acosv-|- b -j-ccosA = ODcosp 
acosjx+6cosX+ c =:ODcosy 
a cos a -f- 6 cos p + ^ cos y ■= OD . 

On en tire 

ÔD* = a* -|- 6* + c' -f- ibc cos X -[- 2 ac cos (a -f %ab cos v 

ou 

OD = V2â*+l[26ccôsl 

le radical étant pris avec sa valeur positive. 

Problème 2. 

Trouver la distance de deux points (abc) (a'b'c'). 
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En opérant comme en géométrie plane, on trouve 

S» = 2(a — a7+a2(6 — *')(c — c')cosX. 

Si les coordonnées sont rectangulaires, les formules deviennent, 
pour la distance à Torigine, 

pour la distance de deux points 



Problème 8. 

Trouve^' l'angle de deux directions (Coord. rectang.). 

Cet angle, étant formé par deux demi-droites, est déterminé, à 
un multiple de aie prés, donc son sinus et son cosinus sont par- 
faitement définis ; nous ne chercherons que le cosinus. 

Soient D et D' les points de coordonnées ^/^. 

{abc) (a'h'c')^ qui définissent les deux demi- 
droites. Nous aurons 

><C ^--^D 

DD'^ = OD* + OD'* — aOD.OD' cos V, 




d'où 



Fîg. 67. 



cosV 



2OD.OD' 



3 



c'est-à-dire 



cosV= 



2Va* + 6» + c«.\/a'» + ô'« + c'« 



les radicaux étant pris avec leur valeur positive. 
La formule simplifiée est 



cosV = 



s/la^.yjla'^ 



Remarque 1. — Si Ton donne les équations d'une droite indéfinie 
sous la forme 

abc 



136 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

cela signifie qu'on doit prendre d* abord pour abc des valeurs 
déterminées en grandeur et en signe, ce qui définit une direction, 
puis changer de signe toutes ces quantités, ce qui définit la direc- 
tion opposée; on voit que le cosinus de Tangle de deux droites in- 
définies doit avoir un double signe ; par suite, on supposera, dans 
l'expression trouvée, que Tun des radicaux a le double signe. 

Remarque II. — Si Ton prend pourpoint D, ou point directeur, 
un point dont la distance à l'origine est égale k l'unité, la formule 
se simplifie, mais il faut bien observer qu'alors, les quantités a,6,c, 
a'b^c' désignent des rapports, et non plus des longueurs. 

Cas particulier. Pour avoir le cosinus de l'angle d'une direction 
avec l'axe des x positifs, il faut faire, dans la formule générale, 

b' =^0y c'=o, 

d'où 

g 

cos a = ■ ==r. 

Ck)NDiTiON DE PERPENDicuLARiTÉ. La Condition de perpendicularité 
de deux directions, ou de deux droites est 

aa' + W + cc' = o. 



Problème 4. 

Trouver les équations d'une droite qui passe par deux points (x'y'z') 
(x"y"z"). 

Les équations générales d'une droite étant 

abc 

prenons pour point [x^y^z^ le point {x'y'z')^ nous aurons pour les 
équations de la droite 



z' 



X — 0?' y — y' z — 

a b c 

Exprimons que cette droite passe par le point {x"y"z"), nous 
aurons 

x'—x' _ y" — y' _ z'' — z' 

a b c 

on en conclut, d'abord que les coefficients directeurs de la droite 
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qui joint deux points sont proportionnels aux différences des coor- 
données, puis pour les équation^ cherchées 

X — 3/ y — y' z — z' 
x" — a/ y" — y' z' — z' 

Problème 5. 

Condition pour que deux droites appartiennent à un plan. 
Soient 



3P— a?o_?/— yo_3:-~Zo_ a?— 3^i_?/ — yi_z — g 



i / 



a ~' b c ^ d ~ y d ^ 



» 



les équations des deux droites, en prenant pour points directeurs, 
les points dont la distance & Vorigine est égale à Tunité. Soit un 
plan quelconque P dont Téquation est 

Cherchons la valeur de p qui convient au point où ce plan est 
rencontré par la i** droite. Il faut, pour cela, remplacer dans 
Téquation du plan x par {x^ + ^p), y par (y^ + *?)f ^ par z^ + cp, 
ce qui donne 

(Aa + B6 + Cc)p + Aa?o + Byo + Gzo + D = o. 

Si la droite est dans le plan, cette valeur de p est identique- 
ment nulle, d*où résultent les deux relations 

Aa + B6H-Gc=:o 
Axo + Byo + Czo + D:iiro. 

En opérant de même pour la tt^ droite, on aura 

Aa' + B6' + Ce' z= o 
Aa:, + By,H-(]z, + D=:o 

d*où, par l'élimination de A, B, G, D, la relation . 
(a?o — x^he — cV)-\-y^ — y^ca! — ac') -f (z^ — z^{aV — hd) = o. 

On peut remarquer que cette relation est vérifiée quand les 
droites sont parallèles, c'est-à-dire quand on a 

a h c 
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Il doit en être ainsi, car deux droites parallèles sont dans un 
même plan. 

Problènie O. 

Trouver les coordonnées d'un point d'une droite en fonction du 
rapport de ses distances à deux points de cette droite. 

On trouve, comme en géométrie plane, en appelant a, p, y, 
X, Y, Z, les coordonnées des deux points fixes, A, B; xyz celles 
du point variable M et posant 

MA_ 

MB-""^' 

oi + lX P+5^Y y + lZ 

i+\ ^ i+X i+X 

Problème 7. 

Irouver les coordonnées du centre des distances proportionnelles 
d^un système de points. 

On trouve, comme en géométrie plane, 

2ma I^mfi ^mv 

I,m ^ 2m im 

Si les paramètres mm' m*',., deviennent égaux, le point s'appelle 
centre des moyennes distances, et s'il y a p points donnés, ses 
coordonnées sont 

2a 2B Iv 

ar = — y = — 5=— • 

P P P 



DROITES ET PLANS œMBINÉS ENTRE EUX 

Problème 1. 

Trouver' la condition pour quune droite soit parallèle à un plan, 
Soient 

a 6 ■" c ""P 
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les équations de la droite, 

Ax + Bj/ + Cz + D — o 

Téquation du plan. En cherchant la valeur de p qui convient au 
point d'intersection de la droite et du plan, nous avons trouvé 
l'équation 

(Aa + Bi + Cc)p + Aa'„ + Byo + Cro + D=:o. 

Cette valeur de p sera infinie, si Ton a 

Aa + Bô + Cc=ro, 

telle est la condition cherchée. 

Problème 2. 

Condition pour qu'une droite soit dans un plan. 
On devra avoir à la fois 

Aa + B6 + Cc = o 

Remarque. — On a exprimé que la droite esl parallèle au plan, 
et qu'elle a un point dans le plan. 

Problème 8. 

Condition pour qutine droite soit peiyendiculaire à un plan 
(Coord. reclang.). 

La parallèle à la droite menée par l'origine et la normale au 
plan menée par Torigine se confondent ; donc 

ABC 

abc 

Problème 4. 

Trouver V angle d'une droite et d^un plan (Coord. rectang.). 

L'angle cherché est le complément de l'angle formé par la 
parallèle h la droite menée par l'origine et la normale au plan 
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menée par Torigine. Les équations de ces deux droites étant 

abc 

k B C 
on aura 

Ka + Bb + Cc 



8inV = 



Va* + ^' + c* VA* + B* + C» 

formule qui comporte un double signe. 

Remarque. — On retrouve à l'aide de celte formule la condilion 
pour qu'une droite soit paralléleàun plan; alors sin V = o, elles 
conditions pour qu'une droite soit perpendiculaire à un plan, alors 
sin "V := ï . 

Problème 5. 

Trouver les équations de la perpendiculaire abaissée d'un point 
(x' y' z') sur un plan (Goord. rectang.). 

Les équations d'une droite passant par le point sont 

X — a?' y — y* z — z' 



elle sera perpendiculaire au plan 

si Ton a 

a b c 

Â""B""C' 

Les équations cherchées sont donc 

X — X* y — y' z — z' * 

Problème O. 

Trouver* la distance d'un point à un plan (Goord. rectang.). 
Gherchons d*abord la distance de l'origine au plan 
(i) Aa? + By + Gz + D=:o. 
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Pour cela, remarquons que l'équation du plan peut aussi s'écrire 
(a) X cos a + y cos p + z cos Y — p = o 

en appelant a, B, y les angles de la direction OP avec les axes 
positifs (P étant la projection de l'origine sur le plan), et p la 
distance essentiellement positive OP. Les équations ( i ) et (2) repré- 
sentant le même plan, on aura 



d'où 



cos a 


cosp 
B 

• 

P-- 


COSY — p 
G ~" D " 

D 


I 




Â 


■ 


+ C' 




dbVA» + B' 


' + C» 





Comme p est une quantité positive, on devra donner au radical 
le signe de D. 

Cherchons maintenant la distance du point M {xfy'z') au plan P 
ayant pour équation 

Aa:-|-ByH-C« + D=:o. 

Transportons l'origine en M; les formules de transformation 
sont 

y-y'+Y 

X, Y, Z étant les nouvelles coordonnées d'un point de l'espace 
ayant x y z pour coordonnées anciennes. L'équation du plan P 
devient alors 

AX + BY + CZ + (Aar' + By' + Cz' + D) = o, 

la distance cherchée est donc 

^ Aor^+By^ + Cg^ + D 

dz^A' + B^ + G» 

Pour déterminer le signe qu'il faut donner au radical pour que 
l'expression de S soit positive, considérons la fonction 

U = Aa? + By + Gz + D 
dans laquelle xy z sont les coordonnées d'un point quelconque A 
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de Tespace. La fonction U est une fonction continue de x, y, s; 
elle ne peut changer de signe qu'en s annulant, c'est-à-dire quand 
le point A, en se déplaçant, traverse le plan P. Lepian P partage l'es- 
pace en deux régions; dans Tune, la fonction Y est positive ; dans 
l'autre, elle est négative. On donnera donc au radical, dans Tex- 
pression de 5, le signe + si le point donné M {xfy'z') est dans la 
région positive du plan, et le signe ( — ) dans le cas contraire. 

Pour déterminer la région positive, on cherche quelle est la 
région de Torigine ; si D est une quantité positive, la région de 
lorigine est positive ; par suite, on donnera au radical le signe de 
D, quand le point M sera avec l'origine, d'un mé^^e côté du plan. 
Si le plan passe par l'origine, on cherchera le signe de la fonction 
U pour le point a dislance unité sur Oz par exemple. 

On voit quelle grande analogie il y a entre ces considérations et 
celles de la géométrie plane. 

Problème 9. 

Trouver les équations de la perpendiculaire abaissée d'un point 
M (x'y'z') sur une droite (Coord. rectang.). 

Soit la droite ayant pour équations 

^—^0 y— ?/o g— Zq 

abc 

Cherchons d'ahord l'équation du plan P passant par le point 
et la droite. Cette équation est de la forme 

*(^ — ^o) — <y — yo) + ^ [<y — 2/0) — K^ — «o)] = o- 

Déterminons X de manière que ce plan passe par P, nous aurons 

à{^ — ^o) — <y' — yo) + ^ [<y' — Vo) — à{z — z,)] = o. 

L'équation cherchée est donc 

**(^— ^0)— «(y— Vo) _ c(y— yo)— ^(2— 2o) 



(0 



b{x' — Xo)— a{y' — y,) c[y' — y^) — b[z' — z^) 



L'équation du plan mené par M perpendiculairement à la droite 
est de la forme 

A(a:-x') + B(y~y') + C(z-.2') = o 
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et Ton a 

A_B_C 

a b c 

L'équation de ce plan Q est donc 

Les équations (i) et (a) simultanées définissent la perpendi- 
culaire. 

Problème 8. 

Trouver la distance d'un point M à 
nne droite D (Coord. rectang.). 

Avec les notations précédentes, soit P A. 
la projection de M sur la droite et A 
le point (x^yo^o)' ^ distance MP sera 
donnée par la relation 

Or 

ÂSP ^ (y _ a^^f + (y' -_ y^)^ + (3' - Z,f . 

_, _ [a^a^ - a,^) + b(y^ ^ y J + e(,^ _ ^ j]^ 
"~ a^-^b' + c^ 

car AP est la distance de A au plan Q. 

L'expression de MP* est donc, en appliquant l'identité de La- 
grange, 

"~ a' + b' + c^ 

Cette formule est facile à retenir ; car le numérateur est la somme 
de trois carrés, dont chacun est l'expression obtenue en rem- 
plaçant, dans l'une des projections de la droite, les coordonnées 
courantes par celles de M. 

Problème O. 

Trouver la plus courte distance dedeuxdroites D, D' (Coord. rec- 
tang.). 
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Si par la droite D' nous menons un plan P parallèle à la droile 
D, la longueur de la plus courte distance sera la distance d*ua 
point de la droite D à ce plan. 

Soient les équations de D et D' 

g— aro _ y — yo _, g — gp 
abc 

a' ô' & ' 

Le plan P aura une équation de la forme 

b'(x _ X.) - a'(y - y.) + X [c'(y - y.) - 4'(z -«.)] = o. 
Puisqu'il est parallèle à la droite D, on aura 

ab' + b{\c' ^a!) + c{ — X6') = o 

d'où 

ab' — ba' 

« 

L'équation du plan P est donc 

(cô' — b&)[bf{x — «,) — a\y — y,)] + {ab' — bai) 

li ne reste plus qu'à former l'expression de la distance du point 
(^oyo^o)' appartenant à la droite D, au plan P. 

On peut prendre pour ce point celui où la droite D rencontre 
le plan des x y, ce qui revient à supposer Zo== o. La grandeur de 
la distance est donc donnée par la formule 

^ (^,b^^bc)\b\x,-^x,)--a\y,^yS\+{ab''-ba%^^^^^ 

yJ(cV — bc'fb''^ + [c\aV — ba!)—a\cb' — bc')f + b'\ab' — ba!f 
^ icb'-àc'){x,-x,) + {ac^-ca'Xy,-y,) + z,{ab'--ba!) 
sj{cbf __ bc'f + [ca! — ac'f + [ab' — ba'f 

Pour avoir les équations de la perpendiculaire commune, il faut 
prendre simultanément les équations de deux plans passant par D 
et D' et perpendiculaires au plan P ; un plan passant par D aura 
pour équation 

b[x — a?o) — a{y — y,) + X [c(y — y^) — b[z — zj] = o. 
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Exprimons qu'il est perpendiculaire au plan P, nous aurons 

à(cb' __ ic') + X{c — a^ac' — ca!) — \h{ba! — aV) = o, 
_ b{cV ^ bd) — a{ac' — cci) 
^ Upa' — aV)—c{ad —cJ) 

L*équation de Tun des plans contenant la perpendiculaire 
commune est donc 

[%-x,)-aly-yo)][*(^û'-«^')~<«c'-ca')] 
+ {b{cV - bd) - a{a& - ca')] [c{y - y,) ~ b{z - z,)]= o. 

On formera de la même manière Téquation du second plan 
contenant la perpendiculaire commune. 

Remarque. La méthode est en défaut si les deux droites sont paral- 
lèles ; Téquation du plan P devient une identité. On prendra alors 
pour plan P celui qui passe par Tune des droites et qui est per- 
pendiculaire au plan qui les contient toutes les deux, la distance 
djin point de la deuxième droite à ce plan sera la distance des 
deux parallèles; la perpendiculaire commune est Tune quel- 
conque des droites rencontrant les deux droites à angle droit ; on 
aura les équations de l'une de ces perpendiculaires en prenant 
simultanément les équations du plan des deux parallèles, et d'un 
plan quelconque perpendiculaire à Tune des droites. 
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CIRCONFÉRENCE 



La circonférence est le lieu géométrique des points également 
distants d'un point fixe. Ce point fixe se nomme le centre de la 
circonférence. La distance constante du centre aux difTérents 
points de la circonférence est le rayon de la circonférence. 



EQUATION DE LA aRCONFÉRENCE. 

Comme nous Tavons dit dès le commencement du cours, la 

définition géométrique d*une 
ligne nous permet en géné- 
ral de trouver son équation. 

Nous en avons un exemple 
très simple dans le cas de la 
circonférence. 

Considérons dans le plan 
une circonférence de centre C 
et de rayon R, prenons un 
système quelconque d'axes. 
Désignons par a?, y les coor- 
données d*un point quelcon- 




Fig. 69. 



que M, de la ligne, par a et 6 les coordonnées du centre. Nous 
aurons^ d'après la définition même de la circonférence, 

[x — ay + i{x — a){y — b) cos + (y — *)« = R». 

Nous avons là une relation entre les coordonnées d'un point 
quelconque de la ligne, c'est, par définition, l'équation même de 
la circonférence ; si nous développons, nous aurons 

a?* 4" ^^y cos -}- y' — 2(a -f- 6 cos 6)a? — 2(6 -f" ^ cos 6)y 
+ a* + i- + lab cos 6 — R* = o. 

Cette équation est du second degré et, d'après un théorème 
général, il en sera ainsi pour tous les systèmes d'axes. Nous 
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pourrons dire alors que pour qu'une équation représente une 
circonférence, il est nécessaire qu'elle soit du second degré. 
Nous allons maintenant résoudre la question suivante : 

CONDITIONS NÉCESSAIRES ET SUFFISANTES POUR QU'UNE ÉQUATION DU 
SECOND DEGRÉ REPRÉSENTE UNE CIRCONFÉRENCE. 

La forme la plus générale de Téqualion du second degré est 
(i) Aar* + iBxy + Ctf + 2Djf + aEy + F =:o. 

Cherchons quelles sont les conditions nécessaires et sufii- 
santes pour que celte équation représente une circonférence. 

Supposons d'abord que cette équation représente une circon- 
férence, si nous désignons par a et ô les coordonnées du centre 
de cette circonférence et par R le rayon, nous savons d'après ce 
qui précède que l'équation de celte circonférence sera 

(2) X* -|- '^^y cos 6 + y* — a(a -f- ^ cos ù)x — 2(0 -(- a cos ô)?/ 

+ a« + 2aAcosO + 6*~-R* — o. 

Puisque les équations (i) et (2) représentent la même ligne, nous 
aurons d'après un théorème général 

(3) ^= ^ ^^^ ^ = ^ 

I cosO I a-(-^cosO ô + acosô 

F 

~a* + 2a6cosÔ + 6« — R«* 

Si nous examinons les deux premières des cinq relations précé- 
dentes 

A_ B G 
I cosO I 
ou 

'^^ BzrzAcOSO 

nous voyons qu'elles sont indépendantes des coordonnées du 
centre et du rayon. Alors nous pourrons dire que si une équation 
du second degré représente une circonférence, quelle que soit 
cette circonférence, il est nécessaire 

I* Que les coefficients des termes en x^ et en y* soient égaux, 
a® Que la moitié du coeflicient du terme en xy soit égale au pro- 
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duit du coefticient commun des termes en x* et en y* par le 
cosinus de Tangle des axes. 

Ces conditions qui sont nécessaires, sont-elles aussi suffisantes ? 

Pour résoudre la question, nous allons, en les supposant 
satisfaites, considérer le système des trois dernières équations (3), 

a + 6cos6 = — - 

A 

E 

(5) acosô + ô=i — - 

A 

R« =' a» + A« -|- 2aô cos Ô — ^ 

A 

et prendre comme inconnues a, b, R. Si ces trois équations nous 
donnent toujours pour a, 6, R un système de valeurs réelles, 
finies, déterminées, et si de plus] la valeur trouvée pour R est 
différente de zéro, les équations du second degré satisfaisant aux 
conditions (4) représenteront toujours une circonférence, et les 
conditions (4) seront suffisantes. 
Je vois d'abord que les deux premières équations de (5) 

a + ocosô — — — 

A 

a cos 6 + 61= — - 

A 

((i}i sontvdu premier degré, nous donneront toujours pour a el ^ 
des valeurs réelles, et comme le dénominateur commun 

I — cos '6 = sin *6 

de ces valeurs est essentiellement différent de zéro, ces valeui*s 
seront toujours finies et déterminées. 
Considérons maintenant la troisième des équations (S), 

F 

R«z=ia* + 6» + 2a6cos6— -- 

A 

si nous représentons par d la distance du point (a, à) à l'origine, on a 

d* = a' + ô' -f" ^^^ cos 6 
alors Téquation pourra se mettre sous la forme 

F 
R» = rf«— ^. 
A 
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Si cette équation nous donne pour R une valeur réelle, d'après ce 
qui précède, les conditions (4) seront suffisantes. 

Si R =0, nous conviendrons de dire alors que Téquation (i) 
représente une circonférence qui se réduit à son centre, ou, en 
d*autres termes, une circonférence évanouissante. Alors, par cette 
convention, dans le cas actuel, les conditions (4) sont encore 
suffisantes. 

Si R est imaginaire, nous conviendrons de dire encore, dans un 
but de généralisation analytique, que Téquation (i) représente une 
circonférence imaginaire. Dans ce cas, par cette convention, les 
conditions (4) sont encore suffisantes. 

Nous pouvons donc dire, en supposant faites les conventions 
analytiques précédentes : 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une équation du 
second degré représente une circonférence sont : 

i® Que les coefficients des termes en x' et en y' soient égaux; 

2® Que la moitié du coefficient des termes en xy soit égale au 
produit du coefficient commun des termes en x* et en y* par le 
cosinus de l'angle des axes. 



CAS PARTICULIER DES AXES RECTANGULAIRES. 

Pour les axes rectangulaires cos 6=0, dans ce cas, l'équation de 
la circonférence devient 

(^x — aY + {y — by=zB,^ 
ou 

x^ -j- y* — 2ax — aéy -f- ^* + ^* — R* = o. 

Quant aux conditions nécessaires et suffisantes pour que l'équa- 
tion du second degré représente une circonférence, nous aurons 
renoncé suivant : 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une équation du 
second degré représente une circonférence, dans le cas particulier 
des axes rectangulaires, sont : 

I* Que les coefficients des termes en x* et en y* soient égaux; 

a° QuHl n'y ait pas de terme en x y dans f équation considérée. 

Équations du centre. — D'après ce qui précède, l'équation du 
second degré qui représente une circonférence est de la forme 

(i) Aa:» + aAary.Gos64-Ay* + aDa? + 2Ey + P = o 
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et les équations qui déterminent le centre sont 

D 



(-) 



a + 6cos8=r — 

A. 

IL . O E 

4- a cos 6 = — — 

A 



pour cette raison, on les nomme les équations du centre. Si, dans 
ces équations, on chasse les dénominateurs, et si en même temps 
on multiplie par a les deux membres de chacune d*elles, nous les 
mettons sous la forme 



aAa + 2A6 cos 6 + 2D = o 
2 Aa cos ô -f- 2A6 + aE = o 



c*est-à-dire 



/:=o 



n=o 



Construction du centre. — Considérons les deux équations du 

premier degré 

elles représentent 
deux droites ; d'a- 
près ce qui précède, 
le centre de la cir- 
x^ — conférence repré- 
sentée par Téqua- 
tion (i) est le point 
de rencontre de ces 
deux droites. 




Fig. 70. 



Nous pouvons mettre les équations de ces deux droites sous 
la forme 

y=-c-3b(^+x) 

?/ + — =: — ar.CosQ. 

On voit alors que la première est une droite perpendiculaire à 
Taxe des x passant par le point A de cet axe qui a comme abs- 
cisse — -r- et que la seconde est une perpendiculaire à Taxe des y 
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E 
passant par le point B de cet axe, ayant comme ordonnée - ^ . 

Si nous construisons ces deux droites, nous aurons en leur inter- 
section C le centre de la circonférence. 
DÉTERMINATION DU RAYON. - L'équalion qui détermme le rayon est 

F 

R> = a» + 2a6cos6 + 6*— ■^• 



Pour déterminer R, il faut donc résoudre les équations (2) par 



rapport à a et à 6 et rem- 
placer a et ô par leurs va- 
leurs dans l'équation qui 

donne R. 

Construction du rayon. 
— Le centre étant déter- 
miné, si nous appelons dla 
distance C, nous savons 
déjà, d'après ce qui pré- 
cède, que le rayon de la 
circonférence représentée 
par l'équation (i) est donné 
par l'équalion 




Fig. 7»' 



F 



Nous distinguerons deux cas : 

,0 ? > O,nous pouvons alors écrire 



R« 



{V: 



Nous voyons dans ce cas que R est un côté de l'angle droit d'un 
Se rectangle ayant comme hypoténuse d et comme autre 

côté de l'angle droit ^l • La construction indiquée sur la figure 

nous donne le rayon CD. 

^o îl < 0, nous pouvons alors écrire 
A 
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Nous voyons dans ce cas que R est l'hypoténuse d'un triangle 




Fig. 7i. 



rectangle ayant comme côtés de Tangle droit d et l/ — . La 
truction indiquée sur la flgure nous donne le rayon CD. 



cons- 



Déterminer les coordonnées du centre et le rayon de la 
cirgonférenck représentée en coordonnées rectangulaires par 
l'Équation 

•'•* + .y* + A.a: + By + C =: o. 

Nous pouvons écrire celte éijuation de la manière suivante : 

(«+r)"+(»+!)"=^'- 

Sous cette dernière forme, nous voyons que nous avons pour 
les coordonnées du centre et pour le rayon. 

A 

'2 

1 



H 



=v/ 



À« + B« 



— C. 
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Différentes formes de l'équation de la circonférence d'après la 
situation db cette circonférence par rapport aux axes de 
coordonnées. 

. i^ Le centre est à t origine , les axes sont obliques; 

ar' + ^^y cos 6 -f- y* — R' 1=1: o ; 

a*» Le centre est à V origine^ les axes sont rectangulaires; 

x^ + y^ — B} = o; 

H^ L'axe des x est un diamètre, l'axe des y est la tangente à 
Vextrémité de ce diamètre. Dans ce cas Tordonnée du centre est 
nulle, et son abscisse est ± H, alors nous avons comme équation 
de la circonférence, 

ou bien 

.H -f- ?/* ^ xRa: = (I. 

z»'* Lajce des y est un diamètre et F axe des x est la tangente à 
textrémité de ce diamètre. Dans ce cas Tabscisse du centre esl 
nulle et son ordonnée est =fc R, alors nous avons comme équation 
de la circonférence, 

ar« + (î/=pR)* — R»r=o 
ou bien 

.r* -f- y* zp o.Ry nrr o. 

UNE aRCONFÉRENCE DIVISE LE PLAN EN DEUX RÉGIONS 

DE SIGNES DIFFÉRENTS. 

Nous pouvons dire, d'après les définitions préliminaires, que la 
circonférence divise le plan en deux régions. Je dis que ces deux 
régions sont de signes différents, soit : 

(i) (aî_a)»-f 2(a?— .a)(y — i)co8Ô + (y — 6)« — R» = o 

Téquation de la circonférence. Considérons dans le plan un point 
quelconque M (j?,, yj, et remplaçons dans le premier membre de 
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Téquation (i) x et y par x^ et y, nous aurons comme résultat de 
la substitution, 

(^) (^i - «)' + 'i(^i - a)(y 1 - 6) cos e + (y, ~ ô)« - R« 



ce que nous pouvons écrire en 
désignant par d la distance CM. 




(3) 



d» — R». 



Fig. 73. 



Nous voyons d'après l'ex- 
pression (3) que le résultat de 
la substitution sera positif pour 
tous les points de la région (i) 
et négatif pour les points de la 
région (2). 



TANGENTE A LA CIRCONFERENCE. 

Considérons une ciconférence C et sur cette circonférence un 
point Mj, menons par ce point une droite A B. Cette droite ren- 
contre la circonférence en deux points, 
dont Tun est Mj, et l'autre un certain 
point M,. Imaginons maintenant que 
nous fassions tourner la droite A B au- 
tour du point M,, de telle façon que le 
second point où elle rencontre la cir- 
conférence, se rapproche constamment 
de Mp à la limite lorsque le point M, 
est venu se confondre avec M,, la droite 
AB vient occuper une position déter- 
minée DF. On dit que la droite DF est tangente à la circonfé- 
rence au point Mj. 




Fig. 74. 



ÉQUATION DE LA TANGENTE A LA CIRCONFÉRENCE. 

Pour déterminer cette équation , nous supposerons que la cir- 
conférence est rapportée à deux axes rectangulaires passant par 
le centre. Désignons par x^ y^ les coordonnées du point Mj, par 
x% y s celles du point M,. 
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L'équation de la droite AB est 



• MM 

100 



•ira ^"^ wj 




Puisque les points M, et M, se trouvent sur la circonférence 0, 
les coordonnées de ces points 
vériûent l'équation de cette 
circonférence, qui est 

ar» + t/« — R*=o 
on a donc 

Si nous retranchons mem- 
bre à membre ces deux équations, nous avons 

de là nous tirons 

^2—^1 î/2 + 2/1 

nous pourrons donc mettre l'équation de la sécante A B sous la 
ferme. 



y— yi== 



y»+yi 



[x — Xj). 



Faisons tourner maintenant la sécante autour du point M^ de 
telle façon que le point Mj se rapproche constamment du point 
Mj, nous aurons à. la limite pour le coefficient angulaire de la 
tangente 



ou 






.Ti 



yi 

Nous aurons par conséquent pour l'équation de la tangente DF 
au point M^, 

y— yt=— ^(^— ^1) 
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OU 

Le point M, se trouvant sur Ja circonférence, on a 

Nous pourrons par conséquent mettre Inéquation de la tangente 
sous la forme 

Le coefficient angulaire de la tangente au point M, étant =^ et 



celui du rayon OM, qui passe par le point de contact étant — , 
nous pourrons énoncer le théorème suivant : 



^i 



Théorème. 

La tangente en un point quelconque d'une circonférence est per- 
pendiculaire à l'extrémité du rayon qui passe par le point de 
contact. 

Nous avons là une propriété géométrique de la tangente, pro- 
priété indépendante du choix des axes de coordonnées. Elle va 
nous permettre d'écrire Véquation de la tangente, en un point 
(^i> Vi) d*une circonférence rapportée à des axes quelconques, soit : 

(i) (a?— a)* + a(ar — aXy — *)cosÔ + (y— -ô)»— R«=:o 

Téquation de la circonférence. Nous pourrons aussi la mettre 
sous la forme 

(a) x* -j- %xy cos ô + y' — ^(a-\-b cos 6)a: — a(ô + <* cos 6)y 

+ a» + aa6cos0+ô« — R* = o. 

Prenons sur cette circonférence un point quelconque (a?, y,,^ ; le 
coefficient angulaire du rayon qui passe par ce point est 

x^ — a 
alors celui de la tangente au même point sera 

i+^^i^^cose 
a?j — a 



^ — ^-fcose 
Xj — a 
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ou 

x^ — « + (yi — *) C09 6 
y^ — ô + (a?! — a) cos 6 

Si nous rapprochons ce coefûcient angulaire de l'équation (7) de la 

rx 

circonférence, nous voyons qu*il est de la forme — ^ç— ^ ; nous 
aurons par suite pour l'équation de la tangente au point (or,, y^) 

(3) y-y. = -^(x-x,) 

ou en développant 

Si dans l'équation (3) nous chassons le dénominateur, nous pour- 
rons mettre Téquation de la tangente sous la forme. 

ou en développant 

(a:— ar,)[jr,— a-f(y,— A)cos6] + (i/— yj[(x,— a)cose+y, — ôjrro 
ou encore 

jr [oTj — û + (i/i — à) cos 6] + y [(^1 — û) cos 6 + y j — ôj 

— [arj + '^ar^y^cosô + yj — (a + 6cos6)x, — (ô + acosô)yi]=:<). 

Les coordonnées du point M,, vérifiant l'équation (a) de la cir- 
conférence, nous avons 

arj -{- ^^ly 1 cos + î/J — (^ + ^ cos 6)x, — (^ + a cos 6)^^ 
~ (a -|- i cos 6)ar, -|-- (^ + ^ cos ô)y j — a* — lab cos 6 — 6* + ï^'- 

Nous pourrons alors mettre l'équation de ia tangente à la cir- 
conférence sous la forme 

x[x^ — a + {y^ — b)cos^] + y[{x^—a)cos^ + lJ^—b] 

— (a + ^ cos6)ar, — (b + a cos ôjy^ -|- a* -{- lab cos ô + 6? — R* = o. 

Rendons homogène le premier membre de l'équation (2) de la 
circonférence, en multipliant les différents termes par une puis- 
sance convenable de z, nous avons 

X* -j- aa?y cas -f- y* — '^(^ + à cos d) xz — 2(6 -f- a cos B)yz 
+ {a} + lab cos Ô ^- 6» — R»)^", 
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Nous voyons alors qu*en faisant z = Zj = i, nous pouvons écrire, 
comme équation de la tangente 

Problème. 

Mener une tangente à une circonférence par un point pris dans 
le plan de cette circonférence. 

Soit P (a, p) le point donné. 
Si nous représentons par 

l'équation de la circonférence, nous savons, d après ce qui pré- 
cède, que si nous désignons par a?, y les coordonnées du point de 
contact d'une tangente, nous pourrons mettre Téquation de celte 
tangente sous la forme 

en faisant Z = z = i . 

Pour résoudre le problème proposé, il faut déterminer les coor- 
données des points de contact des tangentes répondant à la ques- 
tion, et remplacer ensuite dans Téquation (2) a: et y par les valeurs 
ainsi trouvées. 

Nous avons deux inconnues à déterminer, il nous faut alors 
deux équations. 

Une première équation est Téquation (i) de la circonférence 
qui doit être vérifiée par les coordonnées des points de contact 
cherchés. Nous obtiendrons une seconde équation en écrivant 
que si Téquation (2) représente une des tangentes répondant à la 
question, elle doit être vérifiée pour X = a, Y = p, coordonnées 
du point P. Nous aurons alors à résoudre le système 

(i) f{xyy)=o 

(3) oif:+pf;,+tn=o 

dans lequel y = z = i . Si nous développons nous aurons les 
deux équations 

a;' -{- 2a?y cos 6 + y' — 2(0 + 6 cos 6)x — 2(é -|- a cos ô)y 
-f a'-f 2aôcosô-f 6* — R* = o 
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(4) a[x — a2 + (y — ^z) cos ô] + p [(a? — azjcos^-^y — 6z] 
+y[ — (a+icos6)j? — (^+acos6)j/+(a'+2a6cosô + 6' — R*)z]z=o 

Corde des contacts. Si nous imaginons que dans les équations (i) 
et (îi) jr et y représentent des coordonnées courantes, ces équa- 
tions représenteront alors deux lignes qui par leur intersection 
donneront les points de contact des tangentes cherchées. 

La première équation représente la circonférence donnée et la 
seconde, qui est du premier degré, représente une droite à laquelle 
on donne le nom de coi^de des contacts parce qu'elle passe par les 
points de contact des tangentes cherchées. 

Si nous considérons Téquation développée de la corde des con- 
tacts, c'est-à-dire Téquation (4), et si nous l'ordonnons par rapport 
h X, y, z elle deviendra 

x[oi — ay + (P — by) cos ô] + y [(« — ay) cos 6 + P — h] 
+ z[— (rt+6cose)a— (6+acosO),S+(a* + 2a6cosO+6»— R«)y]=o 

c'est-à-dire qu'elle sera de la forme 

(5) < + î//J + */'^ = o. 

Nous voyons donc que dans l'équation (3) de la corde des con- 
tacts nous pouvons permuter les lettres a, ^, y avec les lettres 
ar, y, z; comme maintenant x, y représentent des coordonnées 
courantes, nous voyons que si nous comparons cette équation (5) 
de ia corde des contacts avec l'équation (2) de la tangente, nous 
pourrons donner pour la formation de l'équation de la corde des 
contacts la règle suivante : 

RÈGLE. On obtient l'équation de la corde des contacts des tangentes 
menées à une circonférence par un point donné P (a, p), en rempla- 
çant dans Véquation (2) de la tangente, les coordonnées ar, y du 
point de contact y par a et ^. 

Pour discuter la solution du problème proposé, solution qui est 
évidemment indépendante du choix des axes de coordonnées, 
nous supposerons pour simplifier que la circonférence est rap- 
portée à deux axes rectangulaires passant par le centre. 

Nous aurons alors comme équation de la circonférence et de la 
corde de contact : 

6) ar« + y* — R«=:o 
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Ces deux équations nous permettront de déterminer les coor- 
données des points de contact ; si nous formons Téquation aux 
abscisses des points de contact, nous aurons 

Si l'on a 

R*a« + R«(a* + p»)(^« — R«) > o 

ou en simplifiant 

(9) a^ + ^«-R»>o 

les deux racines de Téquation (lo) seront réelles et inégales, et 
on pourra par suite mener, du point P à la circonférence, deux 
tangentes réelles et distinctes. 

Nous voyons dans ce cas d'après l'inégalité {9) que le point est 
en dehors du cercle. 

Si Ton a 

(10) «2 _(_ pi _ Rî .-.:, o 

les deux racines de l'équation (10) sont égales, on ne peut me- 
ner alors par le point P qu'une tangente à la circonférence. 
Nous voyons dans ce cas, d'après l'équation (10), que le point P 
est situé sur la circonférence. 
Enfin, si l'on a 

a* + p2 — R»<o 

les deux racines de l'équation (10) seront imaginaires, par suite, 
il en sera de même des deux tangentes menées de P à la circon- 
férence. Nous voyons dans ce dernier cas que le point P est fi 
l'intérieur du cercle. 

Nous voyons d'après la forme (7) de l'équation de la corde 
des contacts que cette droite est perpendiculaire sur la droite OP 
qui joint le point P au centre de la circonférence. 

Nous pouvons dans la résolution du problème remplacer le sys- 
tème (8), (9), par le système équivalent 

(6) x» + y« — R» = o 

(11) ^*+y' — «^ — Py=o 

Si maintenant dans les deux équations nous considérons xeiy 
comme des coordonnées courantes, elles représenteront deux 
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lignes qui par leur intersection donneront les points de contact. 
L'équation (6) représente la circonférence donnée, et Téquation 
(il) représente la circonférence décrite sur OP comme diamètre. 
Nous retrouvons ainsi la construction donnée par la géométrie 
élémentaire. 

Proposons-nous maintenant de déterminer l'équation qui re- 
présente les deux tangentes menées du point P à la circonfé- 
rence, c'est-à-dire le faisceau des droites qui joignent le point P 
aux points de rencontre de la circonférence et de la corde des 
contacts. Pour cela, d'après une règle connue, nous remplace- 

rons dans les équations (6) et (7), a? et y par ■ et , 

I — r~ A A — j— I 

ce qui nous donne 

(. + Xx)« (ft+Xy)' 

(,+x)«"^(,+x)» "■ -° 

(«+Xx) , ,(p + Xy) 



a 



+ P'-r-T^-R* = ^ 



i+X ' ^ i+X 

et en éliminant ensuite X entre ces deux équations, nous aurons 
pour l'équation demandée 

(ar« -I- y» — R«)(«« + p« — R«) — (our + py — R»)« zzz o. 

Problème. 

Mener à une circonférence une tangente parallèle à une direction 
donnée. 

Soit m le coefficient angulaire de la direction donnée, l'équa- 
tion de la tangente sera de la forme 

(1) y = ?nx-f-n. 

Pour résoudre le problème proposé, il s^agit de déterminer la 
valeur de n. Pour cela nous chercherons l'intersection de la 
droite représentée par l'équation (i) et de la circonférence, et 
nous exprimerons que les deux points d'intersection se confon- 
dent. Nous supposerons que la circonférence soit rapportée à 
deux axes rectangulaires passant par le centre, son équation est 

(2) a?« + y* — R« = o. 

Si nous formons l'équation aux abscisses des points d'inler- 

Imbbr et Weill. il 
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fiections de Ja droite (i) et de la circonférence (2), nous avons 

Si nous exprimons que les points d'intersections se confon- 
dent, c'est-à-dire que les racines de cette équation sont égales, 
nous avons 

(3) m*n^ + (R* — w»)( I + m') — o. 

Cette relation (3) nous permettra de déterminer n. De (3) nous 
tirons 

n =:: db R y' I + rn* 

en remplaçant dans (i) nous aurons pour Téquation de la tan- 
gente 

('») y ■= ma?=fc R V i + wi^ 

1 -|- ^^^ étant une quantité essentiellement positive, Téqualion 
{\) nous montre que quel que soit m, il y a toujours deux tan- 
gentes parallèles à la direction considérée. 

On dit que celte équation (4) est Yéquation de la tangente en 
fonction du coefficient angulaire. 

On peut encore déterminer n, en exprimant que la distance du 
centre à la droite représentée par l'équation (i) est égale à R, en 
appliquant une formule connue nous avons ainsi la relation 



d'où nous tirons 

qui est la formule trouvée précédemment. 

Problème. 

Déterminer l'équation du lieu des points d'où Con peut mener 
à une circonférence donnée des tangentes faisant entre elles un 
angle donné. 

Nous rapporterons la circonférence à deux axes rectangulaires 
passant par le centre. 
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Nous aurons pour équation de la circonférence 

X« + y> — R»z=:o. 

Nous supposerons d*abord que Tangle donné est droit. 
Nous avons comme équation de la tangente en fonction du coef- 
ticient angulaire 

Si nous supposons maintenant que dans cette équation, x et y 
représentent les coordonnées d'un certain point du plan, elle 
nous donnera les coefficients angulaires des tangentes que Ton 
peut mener du point à la circonférence. 

Si nous mettons cette équation en m sous forme entière et ra- 
tionnelle, elle devient 

(i) (ar* — R^)w' — 'ixym-\-y* — R* = o. 

r.e produit des racines de cette équation est 

X» — R». 

Si nous supposons maintenant que le point xy que nous consi- 
Hérons est un point du lieu cherché, nous aurons 

x' — R^~~ 

Nous avons Ik une relation entre les coordonnées x et y d'un 
point quelconque du lieu et la constante R, c'est par définition 
l'équation du lieu. 

Si nous la mettons sous forme entière elle devient 

X* -|- y* 1=-- aR* 

nous voyons alors qu'elle représente une circonférence concen- 
trique à la première et ayant comme rayon Ry 'i. 

Supposons maintenant que l'angle donné soit quelconque. 

Si nous désignons par K la tangente de cet angle, par m' et m" 
les coefficients angulaires des deux tangentes issues d'un point 
quelconque du lieu, nous aurons 

f \ m'— m' 

(tft) ; ; — ; = A.. 
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Si nous supposons que dans Téquaiion {i) x et y représentent 
les coordonnés d*un point du lieu, m' et m" sont les racines de 
cette équation, alors nous avons 



m" — m' = d= 



ar« — R» 



m'm!^ =: 



y'~R' 

x« — R« 



en remplaçant dans Téquation (2), nous avons 



2R\/g» + y« — R« 
a?« — R» 



ar» — R* 



=:K 



et en mettant sous forme entière .et rationnelle 

K^x' + y*)« - 4R*( I + K'Xor» + y') + 4R'( i + K«) = o. 

Si nous résolvons cette équation par rapporta a:* -{-y*, nous 
pourrons la mettre sous la forme 

(3) x' + y»=^*[.+K'dbv/'+K«] 

SOUS cette dernière forme, nous voyons qu'elle représente deux 

circonférences. 
Le lieu que nous cherchons se compose seulement d'une cir- 
conférence; nous en trou- 
vons une seconde parce que 
si nous résolvons le pro- 
blème proposé, mais en 
prenant un angle supplé- 
mentaire de langle consi- 
déré primitivement, les tan- 
gentes de ces deux angles 
ayant des valeurs égales et 
de signe contraire, le deu- 
xième problème nous con- 
duiraàune équation (a) dans 




Fig. 76. 



laquelle K aura une valeur de signe contraire de la première, et 
en élevant au carré nous retrouverons la même équation que dans 
le premier problème. Nous devions donc nous attendre à trouver 
une équation (3) représentant les deux lieux. 
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Il est facile de voir que plus Vangle de deux tangentes est 
petit, plus le point de rencontre de ces deux tangentes est éloi- 
gné du centre de ces deux circonférences; par conséquent lorsque 
Tangle donné sera aigu, il faudra dans Téquation (3) prendre le 
signe + devant le radical, et le signe — dans le cas contraire. 

Equation de la tangente à la circonférence en fonction de l'angle 
que fait avec Paxe des x le trayon passant par le point de contact. 

Supposons la circonférence rapportée à deux axes rectangu- 
laires passant par le centre. La tangente étant perpendiculaire à 
Textrémité du rayon OM, nous savons que si nous représentons 
par a, l'angle que la direction OM fait avec la direction positive 
de Taxe des x, nous pourrons représenter la tangente MT par 
Téquation 

X cos a -f- y sin a — R=i:o. 



PROPRIÉTÉS DE LA CIRCONFÉRENCE ET DU CERCLE. 



Théorème 1. 

Un diamètre quelconque divise la circonférence et le cercle en 
deux parties égales. 

Soit AB le diamètre considéré, je prendrai ce diamètre comme 
axe des a? ot le diamètre perpen- 
diculaire comme axe des y, nous 
avons alors comme équation de 
la circonférence 

Si nous résolvons cette équa- 
tion par rapport à y, nous avons 




y = d=V^R' — ar'. 

Nous voyons qu'à une môme „. 

valeur de ar, correspondent deux 

valeurs de y égales et de signes contraires, Taxe des ar, c'est-à- 
dire le diamètre AB, partage donc la circonférence et le cercle en 
deux parties symétriques. 
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Tkéorèflie 8. 

Une demùcorde MP perpendiculaire sur un diamètre AB est 

moyenne proportionnelle entre les 
deux segments BP et AP qu'tlle 
délei^mine sur le diamètre. 

Prenons le diamètre AB com- 
me axe des X et le diamètre per- 
pendiculaire comme axe des y, 
Téquation de la circonférence 
sera 




(0 



x^ + t/ — R^ = o 



Fig. 78. 
lient Téquation (i), nous avons 



Les coordonnées du point M 
sont a:=:OP,y = MP, elles véri- 



OP* + MP* — R^ 







on 



ou 



.s 



i3 



MP' r.: R" — OP' r-^ (R — OP)(R + OP) 



MP -^PAxBP. 



Théorème 3. 

Si par un point d'une circonférence on mène une corde qnel- 

conque AM et le diamètre AB, la 
corde est moyenne proportionnelle 
entre le diamètre et sa projection sur 
ce diamètre. 

Prenons comme axe des x le dia- 
mètre AB et comme axe des y la 
tangente en A; nous avons comme 
équation de la circonférence 

Fjg. 79. ' ^ ' ^ 

Les coordonnées du point M sont a: = AP,j/=::MP, elle vérifient 
l'équation (i), on a 

ÂP' + MP^~2R.APz=o 
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ou 



AM" = aR. AP. 



Théorème 4« 

Tous les angles insants dans un même segment sont égaux. 

Prenons comme axe des x la corde AB du segment et comme 
axe des y le diamètre CD perpen- 
diculaire sur cette corde. 

L'équation de la circonférence 
sera 



jp'+y'— %+**— R" 



(> 




ou 

( I ) J?* + j/' — ^ày — a* rz: () 

Considérons sur l'arc du seg- 
ment un point quelconque M (ar, y), 
menons les deux droites AM, et 

BM, il faut prouver que l'angle AMB, c'est-à-dire Vangle V est 
constant. 

I^s coefficients angulaires des droites AM etBM sont 



.y 



et 



y 



a 



x-\-a 



Nous aurons alors 



y 



y 



Ig.Vrr: 



X — a x-\-a 



- + 



»• 



x' — a? 



ou 



(-) 



tg.V=: 



lat/ 



x^ + y*—a* 



Le point M est un point de la circonférence, alors ses coor- 
données vériQent Téquation (i), on a donc 



^* + y' — a^ = iby 
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en remplaçant dans (a), nous aurons 
l'angle V est donc constant. 



PUISSANCE D'UN POINT PAR RAPPORT A UNE QR- 

CONFÉRENGE. 



Théorème 6. 

Si d'un point pris dans le plan d^une circonférence on mène une 

sécante quelconque, le produit 
des segments détenvninés sur 
cette sécante par le point et la 
circonférence est constant. 

Soit, en coordonnées rectan- 
gulaires, 

(i)(a:-a)« + (y-ô)«-R« = o 

Téquation de la circonférence. 

x^ Si je désigne par Xq, y^ les 

coordonnées du point P, je 

pourrai représenter la sé- 




Fig. 8i. 

cante PAB par les deux équations 



(») 



X 



— ^o_y— yo 



cosa 



sma 



= P 



a désignant Tangle que fait la sécante avec l'axe des x. Formons 
Téquation qui nous donne les valeurs de p qui correspondent aux 
points A et B; pour cela éliminons x et y, entre les équations 
(i) et (a), nous avons 

p*-}~^(^o<^^sa + yjjSina — a cosa — i cos a)p + (a?o — ^T 

+(yo-4)*-R'=o. 

Le produit des racines de cette équation est 
(3) (x,_a)' + (y.-*)'-R« 

il a donc une valeur constante. Mais les valeurs de p qui corres- 
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pondent aux deux points A et B sont précisément en grandeur et 
en signe les deux segments PA et PB, le théorème est donc 
démontré. 

Cette valeur constante du produit se nomme la puissance du 
point P par rapport à la circonférence C. 

Si nous comparons l'expression (3) de la puissance au premier 
membre de l'équation (i) de la circonférence, nous pouvons don- 
ner la règle suivante : 

RÈGLE. On obtient Vexpression de la puissance d^un point par 
rapport à une circonférence y en remplaçant dans le premier mem- 
bre de l'équation de la circonférence ^ les coordonnées courantes 
par les coordonnées du point considéré. Si je représente par d la 
distance du point P au centre de la circonférence, j*ai 

«P=(^«-«)*+(y.-*)' 

par suite je pourrai prendre comme expression de la puissance 
du point P 

(4) rf*~R* 

Cette expression (4) de la puissance du point P nous permet de 
faire les remarques suivantes : 

I® Si le point P est extérieur au cercle, la puissance de ce point 
est positive. Nous pouvions prévoir ce résultat, car dans ce cas 
les deux segments sont de même sens ; 

2® Si le point P est extérieur au cercle, en menant par le point 
P la tangente PD, nous aurons 

(5) PD^ = ûl» — R« 

c'est-à-dire que dans ce cas la puissance du point est égal au 
carré de la tangente que l'on peut mener du point à la circon- 
férence. Nous aurions pu trouver autrement ce résultat, en 
remarquant qu'à la limite, lorsque la sécante PAB vient à se 
confondre avec la tangente PD, les deux segments PA et PB 
deviennent égaux à PD ; 

3® Si le point P est sur la circonférence la puissance du point P 
est nulle, on aurait pu encore prévoir ce résultat, car dans ce cas 
le segment PA est nul ; 

4" Si le point P est à Tintérieur du cercle, la puissance de ce 
point est négative ; ce qui devait être puisque dans ce cas les deux 
segments sont de sens contraires. 
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PreUèm«. 

Dé terminer le lieu des points de puissance donnée par rapport à 
une circonférence donnée. 

Si nous désignons par x Çiiy les coordonnées d'un point quel- 
conque du lieu et par K la puissance donnée, nous aurons 

ou 

[x-af + [y-bf^W}^¥.. 

Nous avons là une relation entre les coordonnées a: et y d'un 
point quelconque du lieu, les constantes a, 6, R, K, c'est par 
définition Féquation du lieu. Nous voyons que ce lieu est une 
circonférence concentrique à la première et ayant comme 

rayon y/R* + K. 

IH)SITI0NS RELATIVES DE DEUX CIRCONFÉRENCES. 

Nous prendrons comme axe des x la ligne qui joint les cen- 
tres des deux circonférences, et comme axe des y la perpendicu- 
laire à cette ligne passant par le centre de la plus grande circon- 
férence. Le sens positif de l'axe des x est tel que Tabscisse du 
centre de la petite circonférence soit positive. Nous désignerons 
cette abscisse qui est égale à la distance des centres par d. Nous 
désignerons par R le rayon de la plus grande circonférence, et 
par R' le rayon de la plus petite. D'après ce qui vient d'être dit 
nous aurons comme équations de nos deux circonférences 

(i) x^ + y«— R»r=o 

(a) jJ_|_y»_2rfx + rf* — R'* = o. 

Les valeurs de x et de y qui satisfont à ces équations, sont les 
coordonnées des points communs aux deux circonférences. 
Déterminons ces coordonnées. Nous pouvons remplacer le sys- 
tème précédent par le système équivalent 

(i) ar» + y«--R*rro 

(J) 2rfx+R'« — R« — rf*=:o 



) 
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d'où nous tirons 

R» + rf«— R'« 

(^) "= \d 

ces formules nous montrent que si les valeurs de y sont réelles, 
les deux circonférences se couj^ent en deux points symétriques 
par rapport à la ligne des centres, d'où le théorème 

Théorème 1. 

Lorsque deux circonférences se coupent, la ligne des centres 
tst perpendiculaire sur le milieu de la corde commune. 

Pour que les valeurs de y fournies par la formule (5) soient 
réelles, il faut que 

[(R + rf)» — Il'*][R + R' — rfJfR' — R + rf]>o; 

d*après nos hypothèses, le facteur (R + rf)* — R'* est essentielle- 
ment positif, par conséquent il faut que l'on ait 

(a + R' — rf)(R' — R + rf)>o 

ce qui exige que Ton ait 

R + R' — rf<o 
R' — R + rf<o 
ou 

R + R' — rf>o 
^^^ R' — R + rf>o 

la première hypothèse nous donnerait 2R' < o, ce qui ne peut pas 
être, la seconde hypothèse seule est admissible. Nous pouvons 
mettre les inégalités (6) sous la forme 

, . rf<R + R' 

d'où le théorème suivant : 

Théorèmes. 

Pour que deux circonférences se coupent, il faut et il suffit que 
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la dislance des centres soit plus petite que la somine des rayons 
et plus grande que leur différencr\ 

Four que les deux circonférences soient tangentes, il faut que 
les points communs déQnis par les formules (4) et (5) se confon- 
dent. Pour cela il faut que les deux valeurs de y fournies par la 
formule (5) soient nulles, ce qui exige que 

[(R-l-rf)» — R'»][R + R' — rf][R' — R + rf] = o. 

D'après nos hypothèses, le facteur {R-\-dy — R'* est essentiel- 
lement différent de zéro, par conséquent il faut que l'on ait 

(7) (R4-R'-_d)(R' — R + rf)=ro. 

Cette égalité sera vérifiée quand on aura 

R + R'— rf = 

c'est-à-dire 

rfr=R + R' 

Nous dirons dans ce cas que les deux circonférences sont tan- 
gentes extérieurement. L'égalité (7) sera aussi vérifiée quand on 
aura 

K — K + d = o 
c'est-à-dire 

rf = R — R'. 

nous dirons dans ce cas que les deux circonférences sont tangentes 
intérieurement. 

Lorsque les deux facteurs R-j-R' — rf et R' — R-|-d sont de 
signes contraires, les valeurs de y fournies par la formule (5) 
sont imaginaires, par suite les deux circonférences ne se coupent 
pas. Deux hypothèses peuvent se présenter. On peut avoir 

R + R'— rf<o 
R' — R-f rf>o 
c'est-à-dire 

rf>R-fR' 
d>R— R'. 

La première inégalité entraine évidemment la seconde. Dans 
ce cas les deux circonférences sont extérieures l'une à l'autre. 
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c'est-à-dire 



R + R' — rf>o 
R'--R + rf<o 

d<R--R' 
rf<R + R' 



la seconde inégalité entraîne évidemment la première. Dans ce 
cas les deux circonférences sont intérieures Yune à l'autre . 



Problème. 

Mener une tangente commune à deux circonférences. 

Nous prendrons les mêmes axes que précédemment. Nous 
pouvons avoir des tangentes communes de deux sortes. Les tan- 




Fig. 8a. 

gantes telles que AB qui laissent les deux circonférences d'un 
même côté sont dites extérieures, celles telles que CD quilaissenl 
les circonférences de part et d'autre sont dites intérieures. 

Nous allons chercher pour quelles positions des deux circon- 
férences nous aurons tel ou tel genre de tangentes. 

Soit AB une tangente extérieure ; si nous désignons par a Tangle 
que le rayon OA fait avec la partie positive de Taxe des ar, l'équa- 
tion de cette tangente sera 

X cos a + ysina — R = o. 

La distance du point 0' à cette tangente est donnée par la 

formule 

8 = — (rfcosa — R) 
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et comme B doil être égale à R', nous aurons 

R'3r—(dcosa — R) 
d'où nous tirons 

R~R^ 

(l) COSa=: 

a 

Pour que nous puissions mener aux deux circonférences une 
tangente telle que AB, il faut et il suffit qu'il y ait un angle a sa- 
tisfaisant à Téquation (i) ; pour cela il faut et il sufQt que Ton ail 

• R — R' 

ou 

rf>R — R' 

c'est-à-dire que pour que l'on puisse mènera deux circonférences 
une tangente commune extérieure, il faut que ces deux circonfé- 
rences soient extérieures, tangentes extérieurement, sécantes ou 
tangentes intérieurement. 

Supposons d'abord que l'on ait rf > R — R', c'est-à dire supposons 
que les deux circonférences soient extérieures, tangentes exté- 

1 R — R 

rieurement ou sécantes; on a alors — - — < i, par suite deux 

a 

angles a et 2tc — a satisfont à l'équation (i). Nous aurons dans ce 
cas deux tangentes communes extérieures symétriqueâ par rap- 
port à la ligne des centres. Nous aurons comme équations de ces 
langentes 

d ^ d 

Supposons maintenant rf=R — R', c'est-à-dire supposons que les 
deux circonférences soient tangentes intérieurement; on a alors 
cosa= I, sina = o, alors les deux tangentes se confondent en une 
seule représentée par l'équation 

Considérons maintenant une tangente intérieure CD; si nous 
désignons par a l'angle que le rayon OC fait avec la partie posi- 
tive de Taxe des ar, l'équation de cette tangente sera 

arcosa-f-ysina — Ri=:o. 
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La distance du point 0' à cette tangente est donnée dans ce se- 
cond cas par la formule 

a^ + (rfcosa — H) 

et comme 5 doit éire égale à R', nous aurons 

R'^rfcosa — R 
H'où nous tirons 

(•à) cosa — : 

a 

Fourque nous puissions menerauxdeuxcirconférenres nnelan- 
genle telle que CD, il faut et il suffît qu'il y ail un angle oc satis- 
faisant à Téquation (a) ; pour cela îl faut et il suffît que Ton ait 

h+r; 

d ■" 
on 

rf>R + R' 

c'est-à-dire pour que Ton puisse mènera deux circonférences une 
tangente commune intérieure, il faut que ces deux circonférences 
soient extérieures ou tangentes extérieurement. 

Supposons d'abord que Ton aitrf>R-|-R', c'esl-à-dire sup- 
posons que les deux circonférences soient extérieures, on a 

alors — j — < I, par suite deux angles « et air — a satisfont à 
a 

l'équation (a). Nous aurons dans ce cas deux tangentes com- 
munes intérieures par rapport k la ligne des centres. Nous aurons 
comme équations de ces tangentes 



x-^±y R=:o. 

Supposons maintenant rf=R-|-R', c'est-à-dire supposons que 
les deux circonférences soient tangentes extérieurement, on a 
alors cosât= I, jfina=o, alors les deux tangentes se confondent en 
une seule, représentée par l'équation 

a- — R"o 
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Problème. 

Déterminer le lieu des points d'égale puissance par rapport à 
deux circonférences données. 

Soient 

X* -(- y* — ^ûa: — aôy -f- a* -f- ft* — R* = o 
a?» + y« — 2a'x — 26'y + a'* + 6'»— R"i=o 

les équations des deux circonférences données. 

Si nous désignons par x et y les coordonnées d'un point quel* 
conque du lieu, nous aurons pour les puissances de ce point par 
rapport aux deux circonférences 

a?" + y' — ^ax — a Ay + ^' + ** — ^* 
a^ + y* — -idx — 2*'y + a'» + *'« — R" 

et comme ce point est un point du lieu, nous aurons 

x" + y* — ^^^ — a6y + a* + i* — R* = a?' + y* — ao'x — aô'y 

ou 

(i) a(a — a> + a(ô — 6')y + a"— a' + *" — *" + R*— R'* = o. 

Nous avons là une relation entre les coordonnées x et y d'un 
point quelconque du lieu, les constantes a, a', 6, h\ R, R', c'est 
l'équation du lieu. 

On donne à cette droite le nom d'aare radical des deux circon- 
férences. 

Si nous indiquons par (a)C— o, (3)C'==o, les équations des 
deux circonférences où les coefficients de ar' sont l'unité, il résulte de 
ce qui précède que nous aurons comme équation de l'axe radical 

(4) C — C'=^o 

Nous ferons maintenant les remarques suivantes : 

1 • Uaxe radical de deux circonférences se confond avec ta corde 
commune à ces deux circonférences. 

En effet, les valeurs de ar et de y qui satisfont aux équations (a) 
et (3) vérifiant aussi l'équation (4), la ligne représentée par cette 
équation (4) passe par les points communs aux deux lignes repré- 
sentées par les équations (a) et (3), et comme l'équation (4) repré- 
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sente une ligne droite, il en résulte que cette droite se confond 
avec la corde commune aux deux cjrconférences (a) et (3). 

a® Vaxe radical de deux circonférences est perpendiculaire sur 
la ligne des centres. Cette remarque est une conséquence immé- 
diate de la précédente. 

3^ Les axes radicaux de trois circonférences prises deux à deux 
se coupent en un même point. 

Soient 

C = o, C' = o, C' = o 

les équations des trois circonférences; nous aurons d'après ce 
qui précède, comme équations des axes radicaux de ces trois cir- 
conférences prises deux à deux 

G — C' = o 
C — C" = o 
C^— Ci=o. 

Si nous ajoutons membre à membre ces trois équations, nous 
obtenons une identité ; donc, d'après un théorème connu, ces trois 
droites sont concourantes. < 

Le point commun à ces trois axes radicaux se nomme le centre 
radical des trois circonférences. 

Déterminer l'équation d'une circonférence satisfaisant a des 
conditions données. 

L'équation du second degré à deux variables qui représente 
une circonférence est de la forme 

A.T^ -f 2 Aary . Cos + ky^ + ^^^ + ^^y + D = o. 

Cette équation renferme quatre coefficients A, B, C, D, mais en 
réalité elle ne dépend que de trois paramètres qui sont les rap- 
port de trois de ces coefRcients au quatrième. Pour qu'une cir- 
conférence soit bien déterminée par son équation, il faut donc 
donner la valeur de ces trois paramètres, ou bien assujettir la 
circonférence à certaines conditions qui se traduisent par trois re- 
lations distinctes entre ces trois paramètres et qui permettent par 
suite de déterminer leurs valeurs. 



Imbbr et Wbill. t2 



"nr- 



■ t 



i78 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Problème 1. 

Placer dans le plan une circonférence dont on connaît VéqucUion 
par rapport à un certain système d'axes donnés dans le plan. 

Ce problème a déjà été traité dès le eommencement de notre 
étude sur la circonférence. 

Problème 8. 

Déterminer r équation générale des circonférences passant par les 
points communs à une droite et à une circonférence données. 

On assujettit dans ce cas la circonférence à deux conditions, 
l'équation cherchée devra par suite renfermer un paramètre 
variable. 

Si nous désignons par 

C = o D = o 

les équations de la circonférence et de la droite, et par X un para- 
mètre variable, on démontrera en suivant une marche déjà indi- 
quée plusieurs fois que Téquation 

C + XD = o 
répond à la question. 

Problème 8. 

Déterminer l'équation générale des circonférences passant par 
les points communs à deux circonférences données. 

On verra, en suivant la marche précédente, que cette équation 
est 

C + XC'=o 

. C=o et G'=:o sont les équations des deux circonférences don- 
« nées. 

Problème 4. 

Déterminer en coordonnées rectangulaires l'équation d'une ctr- 
conférence déoile sur une droite donnée comme diamètre. 

Cette circonférence a comme centre le milieu de la droite, et 



J 
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comme rayon la moitié de celte droite, alors si nous désignons 
par x\y* et x",y" les coordonnées des extrémités de la droite 
donnée, nous aurons comme équation de la circonférence 

et en simplifiant 

{X -x'ix- X') + (y - j/'Xy - y') = o. 



Problème 5. 

Déterminer en coordonnées rectangulaires t équation générale des 
circonférences qui passent par deux points donnés. 

Soient [x\y'), (x",y"), les coordonnées des deux points donnés. 
Nous avons d'après ce qui précède comme équation de la circon- 
férence décrite sur la droite qui joint les deux points donnés, 
prise comme diamètre 

(.) (^_x'Xx-x")+(y-y')(y-y')=o 

l 'équation de la droite qui joint ces deux points est 

(a) (y_,/Xar"-a;')-(ar-a:'X?/"-y') = o. 

Nous aurons alors comme équation générale des circonférences 
passant par les points communs à la circonférence (i) et à la 
droite (a), c'est-à-dire passant par les points donnés 

(X - x'ix - X") + (.y _ y'Xy - y") + X [(y -y'ix" - x') 

-(x-x'Xy"-y')] = o. 

Problème O. 

Détei^miner en coordonnées rectangulaires, l'équation de la ci?'- 
conférence qui passe par trois points donnés. 

Soient (a:',j/'), {x^y"), x'\y"'), les coordonnées de trois points 
donnés. 

L'équation générale des circonférences qui passent par les 
deux premiers points est 

( I ) [x-x^)[x^ X") + (y - y'iy - y") == X [(y ~ y%x" - x') 
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Déterminons maintenant pour > une valeur telle que réquation 
précédente soit vérifiée par les coordonnées a?*',y*' du troisième 
point, nous aurons 

W (a;-_ar'Xic*-x") + (îr-y')(y'-y") = X[(y--y'X*''-x') 

-{x''-x'Xy"-y')]. 

Si maintenant nous éliminons X entre les équations (i) et (ti), nous 
aurons pour Téquation demandée 

{x-x'Xx-x")+{y-y'Yy-r) _ (y-y'Xa^"-^)-(^-^Xy''-y'j 

(x"'-a:'Xx--x")+(y*-y')(y"-y")~(y''-y'Xx"-ar')-(x''-x'Xy''-y') 

Problème 7. 

Déterminer en coordonnées rectangulaires l'équation de condition 
à laquelle doivent satisfaire les coordonnées de quatre points, pour 
que ces points soient situés sur une même circonférence» 

Soient (a/, y'). {^"Y). (a?'^y'")» (^""y")» les coordonnées de' 
ces quatre points. 

L'équation de la circonférence qui passe par les trois pre- 
miers points est 

^ar-x'Xx-x'0 + (y-y'Xy-y'0 _ {y-y'ix"-x')-{x-x'iy"-f,') 

(x--x'X^""-x")+(y''-y'Xy''-y") (y"'-y'X^"-^')-(^'-^Xy''— y''' 

Si nous écrivons que les coordonnées du quatrième point véri- 
fient cette équation, nous aurons Téquation demandée. Cette 
équation est 

( x"^^-x'){x""^x") + [y-'-y'W -y") _ {y""-yjx"^x')-{x^'"-x^)iy"-y') 



POLAIRE D'UN POINT PAR RAPPORT 
A UNE CIRCONFÉRENCE. 

Etant donnés une circonférence et un point fixe P, si on mène 
par le point P une sécante quelconque PAB, le point, M conjugué 
harmonique de P par rapport aux deux points A et B, décrit une 
ligne droite. 
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Pour le démontrer, nous rapporterons la circonférence à deux 
axes rectangulaires passant par le centre ; son équation est alors 

(i) a?" + y* — R* = o 

si nous désigons par a et ^ les coordonnées de P, par x eiy celles 
de M, par X et Y les coordonnées courantes de la sécante PAB, 
nous savons que Ton a 



(*) 



x= 



Y = 



i+X 



Si nous voulons déterminer les valeurs de X qui correspondent 
aux deux points A et B, nous écrirons que les valeurs de X et de Y 
tirées de (a) vérifient Téquation de la circonférence, ce qui nous 
donne 



{a + lxY (ft + ^y)' 

(i+X)«"^(.+X)« 



R^ 



o 



ou 



(3) (^^_,^«_Rt)x« + :,(ax + Py-R«)X + a« + p«-H^=ro. 

Nous savons que les deux points A et B sont conjugués harmo- 
niques par rapport aux 
deux points P et M, par 
conséquent les racines de 
l'équation (3) sont égales 
et de signes contraires, on 
a donc 



(4) «x + ^y — R»=ro. 




j/ 



Fig. 83. 



Nous avons là une rela- 
tion, entre les coordon- 
nées X et y du point M 
dans une quelconque de 
ses positions, a, p, R*, c*est 
donc l'équation du lieu de M. » 

Cette équation est du premier degré, donc elle représente une 
ligne droite. Nous voyons d après la forme de cette équation que 
cette droite se confond avec la corde de contact des tangentes 
menées de P à la circonférence. 
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Cette droite se nomme la polaire du point P par rapport à la 
circonférence 0. On dit ^réciproquement que le point P est le pôle 
de la droite CD par rapport à la circonférence 0. 

Comme nous l'avons démontré déjà, la droite CD est perpendi- 
culaire sur la droite OP, nous pourrons par suite énoncer lef 
deux théorèmes suivants : 

Théorème 2. 

La polaire d'un point par rapport à une circonférence est per- 
pendiculaire sur le diamètre qui passe pat* ce point. 

Théorème 8. 

Lorsqu'un point se déplace sur un diamètre d'une circonférence ^ 
la polaire du point par rapport à la circonférence se déplace paral- 
lèlement à elle-même. 

Déterminons la distance B du centre à la polaire : nous avons 



a= 



si nous désignons par d la distance du point P au centre, nous 
aurons 

OU 

R» = $rf 

d'où le théorème suivant : 

Théorème 4. 

Le rayon d'une circonférence est une moyenne proportionnelle, 
entre les distances du centre de la circonférence à un point quel- 
conque du plan, et à la polaire de ce point par rapport à la circon - 
férence, 

11 résulte de ce théorème : 1° que si le point P est en dehors 
du cercle, la polaire de ce point coupe la circonférence ; 2? que 
si le point P se trouve sur la circonférence, le point P se trouve 
sur la polaire qui est dans ce cas tangente à la circonférence au 
point P ; 3° que si le point P est à l'inlérieur du cercle, la polaire 
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ne coupe pas la circonférence; 4° que si le point P est au centre 
la polaire est rejetée à TinQni. 

La polaire du point P se confondant avec la corde des contacts 
des tangentes menées de P à la circonférence, nous voyons que 
dans le cas d'axes tout à fait quelconques, l'équation de la 
polaire sera 

Problème. 

Déterminer le pôle d'une droite par rapport à une circonfé- 
rence. 

Soit 

Aar-fBy + G = o 

l'équation de la droite donnée. Si nous désignons par a et ^ les 
coordonnées du pôle de cette droite, nous savons que nous pour- 
rons représenter la droite par l'équation 

Ces deux équations représentant la même droite, nous aurons 

abc' 

Nous avons là deux équations du premier degré en a et ^, qui 
nous permettent de déterminer les coordonnées du pôle de la 
droite donnée. 

Théorème 5. 

Lorsqu'un point A se trouve sur la polaire d'un point B^ le 
point B se trouve également sur la polaire du point A. 

Soient a^t/ les coordonnées du point A, x'y' celles du point B ; 
nous savons, d'après ce qui précède, que les équations des polaires 
de ces deux points sont 

Puisque,' d'après l'énoncé, le point A se trouve sur la polaire 
de B, les coordonnées de A vérifieront l'équation de cette polaire 
et on aura 
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mais nous savons que dans cette identité nous pouvons permuter 
les lettres ar',y/z', avec les lettres a?", y", r", nous aurons par suite 

ce qui nous indique que le point B se trouve sur la polaire de A. 
De ce théorème nous tirons immédiatement les suivants : 



Théorème 6. 

Les polaires des différents points dune même droite passent 
par un point fixe qui est le pôle de la droite considérée. 

Théorème 9. 

Les pôles des différentes droites guipassent par un même point 
sont situés sur une même droite qui est la polaire du point. 



SPHERE 



Equation de la sphère. Soient (^o!/o^o) ^^^ coordonnées du cen- 
tre de la sphère, R son rayon, et [xyz) les coordonnées d'un 
point quelconque de la sphère, on aura 

2(^ — ^o)' + 2% — 2/o)(2 — 2o) cos X = R«. 

Cette relation convient exclusivement aux points de la sphère ; 
c'est donc Téquation de la sphère ; si on la développe, elle devient : 

Sar* + aSyz cos X — 2S(aro + y^ cos v + z^ cos \l)x 
+ Sa:J + 2SyoZoCosX — R* = o; 

on peut récrire 

23a?* + aSyz cos X + 2C,.t + iG^y + î^Cïz -[- Dj = o, 

en mettant ainsi en évidence que si la sphère varie d'une manière 
quelconque, les coefficients des termes en x^y^z et le terme connu 
sont les seules quantités qui varient dans Téquation. 

Théorème. 

Pour que deux équations représentent la même surface algébrique ^ 
il faut et il suffit que les coefficients des termes de même espèce 
soient proportionnels dans les deux équations. 

En effet, soient 

(i) z»».A + z'«-*.B + -\-z,h + f{xy)=io 

(a) z«.A' + z'"-^B' + + z.L' + (p(a?,y) = o, 

deux équations représentant deux surfaces qui coïncident. Les 
sections des deux surfaces par le plan z = o, ont pour équations 

f\xy) — o ^xy) = o ; 

comme ces deux équations représentent la même courbe, on a 

identiquement 

f{xy)='k'^x,tj). 
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Ceci posé, exprimons que les points où les deux surfaces soni 
rencontrées par une parallèle quelconque à Oz, sont les mêmes ; 
il faut exprimer que si Ton remplace dans les polynômes A, B, 
A', B',... X ely par x^ et y^, les équations en z 

3-.A,+z«-«.B, + + zL,+r[x,y,) = o ' 

z'^A'^H- +zK+9{^iyi)=o, 

ont les mêmes racines, quels que soient ar, et j/j. 
On aura donc 

a; b; <f(a?,.y,) 

X est une constante, par suite, Tégalité 

a; 

qui a lieu quels que soient les nombres a?j et i/j qui figurent 
dans A 1 et A',, exige que les coefficients des termes semblables 
dans les polynômes A et A' aient tous pour rapport X. Cette rela- 
tion ayant aussi lieu pour les polynômes B,B', etc., le théorème 
est démontré. 
Démontrons maintenant que toute équation de la forme 

( I ) Sar* + îSyz cos X + aC,x + iC\y + aC'/z + D, = o, 

représente une sphère. Il faut et il suffît quon puisse Tidentifier 
avec Téquation générale de la sphère. Les relations d'identifica- 
tion sont : 

^o + .yoCOSv + ZoCOSfX + C,=0 

XoCOSv + yo + ZoCOsX + C; = o 
(^) a?oCOS{i. + .yoCOsX + Zo + C;' = o 

•SarJ + aSyoZoCOsX — R' = D^. 

Elles contiennent les quatre inconnues aroVo^o ^'• 
Les trois premières déterminent toujours Xot/oZo, carie dénomi- 
nateur commun des inconnues n'est pas nul. Si l'on désigne 
par f {xyz) le premier membre de Téqualion (i), les équations con- 
sidérées peuvent s'écrire 

Pour calculer facilement R*, ajoutons. les équations (2), après 
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avoir multiplié les trois premières par — ar^, — y^, — Zq, il vient : 

(3) c,ar, + C;yo + C;\ + D,+R'=o, 

et il suffira, pour avoir R^ de remplacer, dans l'équation (3), 

J^'o^o^o par leurs valeurs tirées des précédentes. On trouvera ainsi 

pour R* une valeur négative, positive ou nulle ; dans le premier 

cas, la sphère est dite imaginaire ; dans le deuxième, elle est réelle ; 

enfin , dans le troisième cas, on dit que la sphère est une sphère point. 

Remarque. Si Ton rend homogène Téquation (i) en rempla- 

X y z 
çant xyz par -r» -^» — » on voit que Téquation (3) n'est autre que 

v V C 

i/; + R«=o. 



Problème. 

Trouve)' les conditions pou?* que l'équation générale du deuxième 
degré représente une sphère. 

Soit Téquation du a® degré 

Aar» + A'iy « + A"2» + aByz + iVxz + iW'xy 
+ aCx + 1.0/ ij + îC'z + F = o, 

et l'équation générale de la sphère 

2x* + ^%3 cosX -f- 2C,a: 4~ ^GJy + ^C^'z + D, = o. 

Il faut qu'on puisse identifier ces deux équations, ce qui donne: 

cosX cosjjL cosv Cj CJ Cj D, 

L'égalité des six premières quantités donne les cinq conditions 
cherchées ; en efi'et, d'adord ces conditions doivent être remplies ; 
si elles sont remplies, on déterminera CjCjC/'Dj à l'aide des der- 
nières égalités, on en conclura ensuite le centre et le rayon de la 
sphère. Les conditions nécessaires et suffisantes sont donc 

A = A-A"= « = «' »" 



cosX cosfA cosv 

Ainsi, si X jA V sont les angles des axes coordonnés, il faut et il 
suffit que Tensemble des termes du deuxième degré, dans l'équation 
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de la surface, soit 

K(a?* 4" y* + 2* + axy cos v + aarz cos |i -|- ^V^ cos X). 

ÉQUATION DE LA SPHÈRE EN COORDONNÉES RECTANGULAIRES. 

L'équation 

représente une sphère. En la développant, elle prend la forme 

(,) a?» + y» + 2« + 2Cja? + 2C;y + aC;'z + D, = o. 

Réciproquement, toute équation de la forme (i) représente une 
sphère. Les équations du centre sont 

•ï^o + Ci = o y^ + c; = o z^+C;' = o. 
Le rayon est donné par la relation 

L'équation générale du deuxième degré représente une sphère 
si Ton a 

A = A' = A" B = o B' = o B"=o. 

En d'autres termes, l'ensemble des termes du deuxième degré 
est de la forme 

K(x« + i/ + z«), 

Cas PARTICULIER. La sphère a son centre à l'origine. 
Si les coordonnées sont obliques, son équation est 

Sa?* + îïSyz cosX= R*. 
Si les coordonnées sont rectangulaires, l'équation est 

PLAN TANGENT A LA SPHÈRE. 

Soit une sphère ayant son centre à l'origine, et rapportée à 
des coordonnées rectangulaires. 
Soient M (ar'y'z') etP (a:"y"z"), deux points de la sphère. On aura 
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d'où 

(X" - a/Xx" + a/) + (y" - y'Xï" + y') + («" - ^'X^" + *') = o. 
La droite MP a pour équations 

X — x' y — y' z — z* 

elle est dans le plan représenté par Téquation 

(X - x'ix" + 0/) + (y - i/Xy" + y') + (^ - 2'X«" + «') = o. 

Si le point P se rapproche indéfiniment du point M, Téquatiin 
de ce plan devient 

[x - x'):r' + (y - y')//' + {z^zy = o, 

ou bien 

(i) xar' + yy' + zz'-R'=o. 

On voit que si par un point M [x*y'z*) pris sur la sphère on mène 
une sécante quelconque, et si le deuxième point de rencontre de 
cette sécante avec la sphère vient se confondre avec le point M, 
toutes les sécantes ainsi obtenues sont dans un plan qu'on 
appelle plan tangent en M, et dont Téquation est Téquation (i) ; 
elle montre qu*il est perpendiculaire en M au rayon de la sphère 
qui aboutit en ce point, propriété géométrique indépendante des 
axes choisis, et qui permet d'écrire Téquation du plan tangent à 
la sphère, les coordonnées étant quelconques. 



DES COURBES DU SECOND DEGRE 



D'après une définition générale donnée dès le commeacement, 
on dit qu'une courbe est du second degré lorsque son équation 
mise sous forme entière est du second degré. 

La forme la plus générale d'une équation du second degré à 
deux variables est la suivante : 

Aa?» + aBxy + Cy* -f aDx + aEj/ + F = o. 

Théorème. 

Etant donnée l'équation cfune courbe du second degré par rap- 
port à un certain système d^ axes , former Véquation de cette courbe 
par rapport à un nouveau système d'axes^ parallèles aux premiers, 
la nouvelle origine étant un point donné du plan. 

Soit . 

(i) Aar2 + aBxy + Cy* + 2Dx + 2Ey + F = o 

l'équation de la courbe par rapport au premier système d'axes. 
Si a et 6 sont les coordonnées de la nouvelle origine, les formules 
de transformation sont 

x = a + x\ y = b-\-y\ . 

et nous avons pour équation de la courbe par rapport aux nou- 
veaux axes 

A(« + xr + 2B(a + x')(A + y') + C(b + y')« + 2D{a + x') 

+ aE(ô + y') + F = o 

ou 

(a) Ax'* + 2Bx't/' + Cy'* + 2(Aa+B6+D)x' + a(Ba+G*+Ey 
+ Aa^ + 2Ba6 + C6> + 2Da + 2EA + F = o. 

Si nous comparons cette équation à la première, nous ferons 
les remarques suivantes : 
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i« 



Les coefficients des termes du second degré sont les mêmes 
dans les deux équations ; 

2** Le coefficient du terme en x' est la dérivée partielle du pre- 
mier membre de Téquation (i) prise par rapport à x, dérivée dans 
laquelle on a remplacé x par a et y par b; 

3° Le coefficient du terme en y' est la dérivée partielle par rap- 
port à y, du premier membre de l'équation (i), dérivée dans la- 
quelle on a remplacé x par a et y par b; 

4* Le terme indépendant des variables dans Téquation (a) est 
égal au résultat obtenu en remplaçant x par a et y par b dans 
le premier membre de l'équation (i). 

Si nous désignons par f{x,y) le premier membre de Téqua- 
tion (i), nous pourrons mettre l'équation (a) sous la forme 

Ai'» + aB^y + Ci/'» + x'/; + j/'/;'+/(a,6) = o. 

Nous aurons plus loin à nous servir très souvent de cette forme 
d'équation. 

INTERSECTION d'uNE DROITE ET d'uNE COURBE DU SECOND DEGRÉ. 

Nous pourrions considérer la question comme un cas particu- 
lier d'une question plus générale donnée dès le commencement; 
mais, étant donnée son importance, nous la traiterons directe- 
ment. 

Ck)nsidérons une courbe du second degré représentée par l'équa- 
tion 

(i) Ax*+aBxy-f-Cj/*-t-2Da? + 2E]y+P = o 

et une droite représentée par l'équation 
(a) y = mx-\-n. 

Formons l'équation aux abscisses des points d'intersection de la 
courbe (i) et de la droite (a); nous avons, en réduisant: 

(3) (A -1- aBm + Cm*)a?« + a(Bn -f- Cmn + D + Em)x 

-fCw^-f aEn-f P = o. 

Plusieurs cas peuvent se présenter : 

I* Le coeffîcienl A-|- aBm-j- Cm* est différent de zéro; l'équa- 
tion est alors du second degré. Si les racines de cette équation (3) 
«ont réelles et inégales la droite (a) coupera alors la courbe (i) 
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en deux points distincts ; si les racines sont égales les deux points 
d'intersection se confondront; enfin, si les racines sont imagi- 
naires, nous conviendrons de dire que la droite (a) coupe encore 
la courbe (i) mais que les points d'intersection sont imaginaires. 

2* On a A + aBm + Cm* = 0, mais Bn -j- Cmn + jD + Em est 
différent de zéro. Dans ce cas Téquation (3) se réduit au premier 
degré, et la droite (2} rencontre la courbe (i) seulement çn un 
point. Nous dirons cependant qu'elle la rencontre en deux points, 
mais que Tun deux est rejeté à l'infini. Supposons^ en effet, que 
A + *Bm -|- Cm* ne soit pas nul, mais très voisin de zéro, l'équa- 
tion (3) admet alors deux racines dont l'une est très grande en 
valeur absolue, alors le point commun à la courbe et à la droite, 
qui admet cette racine comme abscisse, est très éloigné, et il 
s'éloigne de plus en plus à mesure que A + aBm + Cm* tend vers 
zéro, et nous disons h. la limite qu'il est rejeté à l'infini. 

3** On a A + aBm + Cm* = 0, Bn -|- Cmn + D + Em = o, mais 
Cn* + 2En 4- F est différent de zéro. Dans ce cas il n'y a pas de 
"Valeur de n satisfaisant à l'équation (3), par suite il n'y a pas de 
points communs à la courbe et à la droite. Mais de la même fa- 
çon que précédemment nous sommes amené à dire que la droite 
et la courbe ont deux points communs rejetés à l'infini. 

4^ Les trois coefficients de l'équation (3) sont nuls; cette équa- 
tion se réduit alors à une identité. Cela indique que la droite (a) 
appartient à la courbe (i). Dans ce cas le premier membre de 
réquati(fn (i) admet le facteur y — nix — n, et comme ce premier 
membre est du second degré l'équation prend alors la forme» 

(y — mx — n)(aaî-f- % + c)=o 

c'est-à-dire que dans ce cas l'équation représente un système de 
deux droites. 

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème suivant : 

Théorème. 

5» une droite ne fait pas partie d'une courBe du second degré, 
elle rencontre toujours la courbe en deux points réels ou imagi- 
naires, distincts ou confondus, à distance finie ou à Vinfini, 
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CLASSIFICATION DES COURBES DU SECOND DEGRÉ. 

Nous avons vu précédemment que, pour que Tun au moins des 
points d'intersection d'une droite et d'une ligne du second degré 
soit rejeté à Tinfini, il fallait que Ton ait la relation 

(4) A + 2Bm + Cm* = o 

m désignant le coefûcient angulaire de la droite. Trois cas peuvent 
se présenter : 

I " B* — AC < — Les racines de l'équation (4) sont imaginaires ; 
dans ce cas aucune droite réelle ne rencontre la courbe à Tin- 
fini, en d'autres termes la courbe n'a pas de points à l'infini ; 
nous disons dans ce cas qu'elle est du genre ellipse, 

2« B* — AC > o. — Les racines de l'équation (4) sont réelles et dis- 
tinctes; il y a dans ce cas deux, directions réelles et distinctes 
telles que les droites parallèles à cette direction rencontrent la 
courbe à l'infini ; nous disons dans ce cas que la courbe est du 
genre hyperbole. 

3** B* — AC = 0. — Les racines de l'équation (4) sont égales, il n'y 
a dans ce cas qu'une seule direction réelle telle que les droites 
parallèles èi cette direction rencontrent la courbe h l'infini : on dit 
alors que la courbe est du geni*e parabole. 

Nous allons maintenant étudier séparément les trois genres que 
nous venons de distinguer et examiner dans cbacun d'eux quelles 
sont les difi'érentes variétés qui peuvent se présenter. 

L —GENRE ELLIPSE. B» — AC<o. 

Dans ce premier genre, il résulte de l'inégalité B* — AC < o, que 
les coefficients A et C sont essentiellement différents de zéro, et 
de mêmes signes. Nous pouvons toujours supposer qu'ils sont 
positifs, car, si cela n'était pas, nous pourrions toujours nous ra- 
mener h ce cas en changeant les signes des deux membres de 
Téquation. L'équation (i) est alors essentiellement du second de- 
gré soit par rapport à x, soit par rapport à y. Ordonnons le pre- 
mier membre de cette équation par rapport k y, nous avons 

Cî/* + a(Ba? + E)t/ + Ax* -I- aDar + F = o 
Imbeh et Weill. 13 
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résolvons cette équation par rapport h y, nous aurons 

G G 



ou 



,y = _5i±^±^V(B* — AC)x* + 2(BE — GD)x + E*-CF. 



Posons 



I /: 



y = 1 V (B« — AG)a!» + 4(BE — CD)x + E» — GF 
G 



nous aurons alors 



(5) 






Proposons-nous maintenant de construire la courbe représen- 

L /T' ,F 




Fig. 84. 

tée par cette équation. Pour cela construisons d'abord la droite 
représentée par l'équation 

Bx + E 

soit AB cette droite. 11 résulte de la forme de l'équation (5) que 
pour obtenir les points de la courbe qui correspondent à une 
abscisse quelconque a, on ajouter^ et retranchera à l'ordonnée du 
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point de la droite AB qui a la même abscisse la valeur corres- 
pondante de Y. On aura ainsi les deux points M et M' qui se trou- 
vent sur la droite RT dont l'équation est x — a =: o. 

On obtiendra de cette façon autant de points que Ton voudra, 
de la courbe représentée par l'équation (i). 

Si on joint deux points d'une courbe par une droite, on dit que 
là droite définie qui a ces deux points comme extrémités est ime 
corde. Nous voyons alors que la droite AB partage en deux par- 
ties égales les cordes parallèles à l'axe des y ; pour cette raison, 
on dît que c'est un diamètre. 

La valeur de Y est irrationnelle, alors pour que, pour une 
certaine valeur de x, il y ait des points réels de la courbe re- 
présentée par l'équation (5), il faut que la fonction placée sous 
le radical qui figure dans l'expression de Y soit positive. Il y a 
donc lieu de se préoccuper de chercher entre quelles limites il 
faut faire varier x pour que le trinôme 

(B* — AC>r« + a(BE — GD)x + E* — GF 

soit positif. Nous avons vu en algèbre élémentaire que le signe 
que prend un trinôme pour une certaine valeur de x, dépend de 
la nature des racines de ce trinôme et du signe de non premier 
terme. 

Dans le cas actuel le coelïicient du premier terme est négatif; 
cherchons maintenant & déterminer la nature des racines. Trois 
cas peuvent se présenter suivant le signe de 

(BE — CD)» — (B* — AC)(E*— CF). 

Si nous développons cette expression, nous aurons en simpli- 
fiant, et en mettant — G en facteur : 

— C(ACF + 2BDE — AE* — CD*— FB*). 

Si nous posons 

A = ACF + aBDE — AE« — CD*— FB« 

nous aurons à examiner les trois cas suivants : 

— CA>o, — CA = o, — CA<o. 

40 — CA > o. — Les deux racines du trinôme placé sous le ra- 
dical sont alors réelles et inégales ; désignons-les par 3^ et a?', 
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nous supposons if < x*'. Le coefficient du premier terme étant 
négatif, pour que le trinôme soit positif et Y réelle, nous ne pou- 
vons faire varier x qu'entre les limites a?' et x". Si alors nous 
construisons les droites CD et EP représentées par les équations 

X — ap' = o, jc— oî^sso, 

nous voyons que tous les points de la courbe sont dans la région 

du plan qui se trouve comprise entre ces deux droites. Pour 

x=^af^ et a: = a:", Y est nul, par conséquent les points G et H où 

les droites CD et ËF rencontrent le diamètre AB sont des points 

de la courbe. 

Puisque B' — ÂG est négatif, nous savons que le trinôme prend 

a?' + a?" 

une valeur maximum pour la valeur a?, = . Pour cette 

a 

même valeur de x, Y prendra aussi une valeur maximum que 
nous désignerons par Y^. Construisons maintenant la droite KL 
représentée par Téquation 

X — arj = o; 

nous savons que le point K est le milieu de CE. Si nous prenons 
sur cette droite de part et d'autre du point u> où elle rencontre le 
diamètre AB, des longueurs coP et a>Q égales à Y^, nous aurons 
les points P et Q de la courbe qui ont comme abscisse x^» Si nous 
menons par les points P et Q des parallèles à AB, il résulte de ce 
qui précède que la courbe se trouve tout entière à Tintérieur du 
parallélogramme abcd. 

Lorsque x varie de a:' à Xj, Y va en croissant de zéro à Y,, et 
nous obtenons ainsi les deux arcs GP et GQ ; lorsque x varie de 
x^ à xf'y Y va en décroissant de Y, à zéro, et nous avons les deux 
arcsPHetQH. 

Nous savons d'après lalgèbre élémentaire que le trinôme 
prend des valeurs égales pour des valeurs de x équidistantes 
de x^\ il en est de même pour Y. Soient a =aî, — A et a'=ap|-j-A, 
deux valeurs équidistantes de x^, soit ^ la valeur correspondante 
de Y. Construisons les deux droites RT et R'T' qui ont comme 
équations 

X — a = o, X — a' = G : 

il résulte de notre hypothèse sur a et a' que le point K est le 
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milieu de RR'. Si nous portons sur chacune de ces droites, à par- 
tir du point où elle rencontre le diamètre AB, de part et d'autre 
de ce diamètre de^ longueurs égales à ^, nous obtiendrons les 
quatre points de la courbe, M, M', N, N'. Il résulte de la cons- 
truction que la figure MNM'N' est un parallélogramme. Nous 
voyons également d*après la construction que le point m où la 
droite KL rencontre MN est le milieu de MN, par conséquent la 
droite KL est le diamètre qui partage en deux parties égales les 
cordes parallèles au diamètre AB. 

Ces deux diamètres AB et KL qui sont tels que chacun d*eux 
partage en deux parties égales les cordes parallèles k Vautre 
sont des diamètres conjugués. 

Les droites AB et KL joignant les milieux des côtés opposés du 
parallélogramme, nous savons que leur point de rencontre ta est 
le point de rencontre des diagonales de ce parallélogramme; la 
droite MN', qui est une diagonale de ce parallélogramme, passe 
donc par le point co qui est son milieu. Il résulte de cette remarque 
que le point «o est le milieu de toutes les cordes qui passent par ce 
point ; nous disons pour cette raison que le point co est le centre 
de la courbe. 

Je dis maintenant' que la courbe est tangente aux côtés du 
parallélogramme abcd aux points G, P, H, Q. Pour le démon- 
trer, menons par le point G une droite, qui coupe la courbe au 
point G' très voisin du point G, et faisons tourner cette droite 
autour de G, jusqu'à ce qu'elle vienne se confondre avec ab. 
Comme une droite ne peut rencontrer une p 

ligne du second degré qu' en deux points, 
et que sur la droite ab, il n'y a pas d'autre 
point de la courbe que le point G, il en ré- 
sulte que lorsque la droite GG' est venue 
se confondre avec ab, le point G' est venu ^' „. ^ 
se confondre avec le point G. La courbe est 
donc tangente à la droite ab au point G. On ferait une démons- 
tration analogue pour les points P, H, Q. 

Je dis maintenant que l'arc GP, ne peut pas présenter une autre 
forme que celle qui est indiquée sur la figure, c'est-à-dire qu'il 
ne peut pas avoir une forme telle que GjP, ; car il arriverait alors 
qu'une droite pourrait avoir avec la courbe plus de deux points 
communs, sans pour cela faire partie de la courbe. On ferait une 
démonstration analogue pour les arcs GQ, PH, HQ. 
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La courbe que nous venons de tracer, qui est limitée dans tous 
les sens et qui a la forme indiquée sur la figure, est une ellipse, 

2* — GA=o ou A = o. Les deux racines du trinôme placé 
sous le radical sont égales. Si nous désignons cette racine double 
du trinôme par ar', nous pourrons alors écrire 

Y=^V(B» — AG)(x— ar')* 

et par suite nous aurons pour équation de la courbe 

(6) y=_?f+J±^(x-x'VB'-AG. 

B' — AG étant négatif, y sera réel pour une seule valeur de or, la 
valeur x\ pour laquelle on aura 

Ba?' + E 
^ = G— 

L'équation (6) représente donc seulement le point ai qui a 
comme ordonnées 

x=x' 

(7) y- B^^ + E 

^ G ' 

Nous disons alors, dans un but de généralisation, que Téqua- 
tion (6) représente dans ce cas une ellipse se réduisant à son centre 
ou encore une ellipse évanouissante. 

Nous pouvons dire aussi, d'après la forme de Téquation (6), 
que cette équation représente deux droites imaginaires conjuguées^ 
se coupant au point réel (7)^ 

3* — Ga <o. Les deux racines du trinôme placé sous le radi- 
cal sont imaginaires ; alors le trinôme qui a toujours dans ce cas 
le signe de son premier terme est constamment négatif; par con- 
séquent Y est toujours imaginaire quelle que soit la valeur attri- 
buée à X. 

L'équation (i) n'est vérifiée dans ce cas par les coordonnées 
d'aucun point du plan. Nous disons dans un but de généralisa- 
lion qu'elle représente une ellipse imaginaire, 

II. — GENRE HYPERBOLE. B« — AG> o. 
Dans ce cas les coefficients A et G peuvent être nuls. Si l'un au 
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moins de ces deux coefficients est nul, il résulte de Tinégalité 
B' — AG > o, que le coefficient B est essentiellement différent de 
zéro. Supposons d*abord que le coefficient G soit différent de 
zéro, nous pourrons toujours le supposer positif, car si cela 
n'était pas, on se ramènerait k ce cas en changeant les signes des 
deux membres de Téquation. L'équation (i) est alors essentielle- 
ment du second degré en y. En la résolvant par rapport à y nous 
pourrons la mettre sous la forme 5. Nous construisons la courbe 
en suivant la marche indiquée dans le cas précédent. 
Nous aurons encore à examiner les trois cas suivants : 



GA >o, 



— CA = o, 



^CA 



o. 



1* — GA>o. Les racines du trinôme placé sous le radical 
sont réelles et inéga- 
les; désignons les par 
a/ et x", supposons x^ 
< x". Le coefficient du 
premier terme étant 
positif, nous aurons 
pour Y des valeurs 
réelles en faisant va- 
rier X de x' h — 00 , et 
de x' à + 30 , mais 
nous aurons au con- 
traire des valeurs ima- 
ginaires quand nous ferons varier x de a/ à x". Si nous construi- 
sons alors les deux droites GD et EF représentées par les équa- 
tions 




x=o, 



X — X =0, 



nous voyons qu'il n'y aura pas de points de la courbe dans la 
région du plan qui est comprise entre ces deux droites. Pour 
x=a/ et x=x% Y est nul, par conséquent les points G et H où 
ces droites rencontrent le diamètre AB sont des points de la 
courbe. Quand x varie de x' à. — <x> : le trinôme va en croissant 
d'une manière continue de o à qo , il en est de même de Y et nous 
obtenons ainsi les deux arcs GL et GK qui s'étendent èi l'infini du 
côté des abscisses négatives. La réunionjde ces deux arcs consti- 
tue une branche infinie de la courbe. 
On voit de même que quand x varie de x' à -f-ao , on obtient 
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les deux arcs HP et HQ qui s'étendent à Tinfini du côté des 
abscisses positives. 

La réunion de ces deux arcs constitue une seconde branche 
infinie de la courbe. 

Cette courbe ainsi composée de deux branches séparées, s*éten- 
dant à Tinfini Tune dans le sens des abscisses positives, l'autre 
dans le sens des abscisses négatives, est une hyperbole. 

On verra comme pour l'ellipse : i° que les droites AB et RS 
sont deux diamètres conjugués de l'hyperbole ; a® que le point » 
est le centre de la courbe; B*» que la courbe est tangente aux deux 
droites CD et EF aux points G et H ; 4° que la courbe ne peut 
pas présenter une autre forme que celle qui est indiquée sur la 
figure. 

a« — CA:=o, ou A = o. Les t'eux racines du trinôme sont 
égales ; soit x' leur valeur, nous aurons alors comme équation de 
la courbe 



Cette équation représente deux droites réelles qui se coupent 

sur le diamètre 
À.B au point dont 
l'abscisse est x\ 

On dit dans un 
but de générali- 
sation que l'équa- 
tion représente 
alors une hyper- 
bole évanouissante. 
3*» — Ca < o. 
Les racines du 




Fig. 87. 



trinôme sont alors imaginaires, et comme le coefficient du pre- 
mier terme est positif, ce trinôme sera positif, et par suite Y sera 
réel quelle que soit la valeur attribuée k x. 

Lorsque x varie de — «> à + « , nous savons que dans ce cas 
le trinôme passe par une valeur minimum pour la valeur 

« 

_ BE — CD 
* B»— AC 

Pour celte valeur de x, Y prendra aussi une valeur minimum 
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que nous désignerons par Yj. Si nous construisons la droite CD 
représentée par l'équation 



X — x,=o 



et si nous prenons sur celte droite à partir du point lo où elle 
rencontre le diamètre ÂB, des longueurs (oE et wF égales à Y^ et 
si nous menons par ces points des droites GH et KL parallèles 
au diamètre AB, il résulte de ce qui précède qu'il n'y aura pas 
de points de la courbe dans la région du plan qui est comprise 
entre ces deux parallèles. 

Quand x varie de x, à — « , Y varie de Y, à qo , nous obtenons 
alors les deux arcs EP et FQ qui s'étendent k l'infini. Quand x 
varie de x^ à -{- « , on obtient de la même façon les deux 
arcs ER et FS qui s'étendent aussi à l'infini. 

La réunion des deux arcs EP et ER constitue une branche 
infinie de la courbe; de même la réunion des deux arcs FQ 
et FS constitue une autre branche infinie de la courbe. 

Cette courbe, qui est ainsi composée de deux branches sépa- 
rées, s'étendant à l'infini l'une dans le sens des ordonnées posi- 
tives, l'autre dans le sens des ordonnées négatives, est encore 
une hyperbole. 

Nous verrons comme dans ce qui précède : i** que les deux 
diamètres AB et CD sont conjugués ; 2® que le point co est le 
centre de l'hyperbole ; 3*^ que la courbe est tangente aux deux 
droites GH et KL aux points £ et F ; 4*" que la courbe ne peut 
pas avoir une autre forme que celle qui est indiquée sur la figure. 

Examinons maintenant le cas où l'on aurait C=:o; supposons 
d*abord A différent de zéro. Comme nous l'avons déjà dit, le 
coefficient B est alors essentiellement différent de zéro. Si nous 
ordonnons l'équation de la courbe par rapport à y^ nous aurons 

2(Bar 4- E)y + Aa?* + aDx + F = o ; 

en résolvant cette équation par rapport & y, nous aurons 

— (Aar« + 2Dx + F) 
•^ 2(Bx + E) 

Nous distinguerons deux cas suivant que la division indiquée 
dans le second nombre ne s'effectue pas, ou s'effectue exacte- 
ment. 

i» La division ne se fait pas exactement. Si nous désignons 
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par R le reste, et par ax-^-b \e quotient, nous pourrons mettre 
l*équation de la courbe sous la forme 

y = ax + b-{- 



2(Bj:+E) 



ou 



y = ax + b + 



K 

2B 



^B 



et en posant 



E , R 



nous aurons Téquation 



y = ax + b + 



r 



X — X 

et si nous posons 

Y = 



X — j/ 



nous pourrons mettre 1 équation de la courbe sous la forme 
(8) y = ax + 64-Y. 

Faisons maintenant une hypothèse sur le signe de r, suppo- 
sons par exemple que r soit positif. Pour construire la courbe 
représentée par cette équation, nous construisons d'abord la 
droite AB représentée par l'équation 

y = aX'\-b, 

Nous voyons alors d'après la forme de l'équation (8), que nous, 
obtiendrons le point de la courbe qui correspond à une certaine 
valeur de or, en ajoutant à l'ordonnée du point de la droite AB, qui 
a la même abscisse, la valeur algébrique de Y. Nous sommes 
donc amené à étudier les variations de cette fonction Y. Nous 
remarquons que cette fonction est discontinue pour la va- 
leur x=x'. Il nous faudra alors étudier les variations de la fonc- 
tion dans les intervalles où elle est continue, c'est-à-diro 
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<je — 00 à jr' — fi et de ar' + ^ ^ + * » * ^**^^^ ""® quantité posi- 
tive aussi petite que Ton voudra. 

Construisons la droite CD, représentée par Téquation 

Pour les valeurs de x inférieures à x', la fonction Y est néga- 
tive, et pour les valeurs de x supérieures à x', elle est positive. 

Nous voyons que 
X étant négatif, et 
croissant en valeur 
absolue au delà de 
toute limite, la va- 
leur absolue de Y 
tend vers zéro, 
c'est-à-dire que la 
courbe se rappro- 
che de plus en plus 
de la droite AB, 
nous disons alors 
que la droite AB 
est asymptote à la 
courbe. Lorsque x 
croît et se rappro- 
che de a/, la valeur absolue de Y croit au delà de toute limite, et 
en même temps la courbe se rapproche de plus en plus de la 
droite CD ; nous disons que cette droite est asymptote à la courbe. 

Nous obtenons ainsi quand x varie de — » à x' — e une 
branche infinie EFG, de la courbe. En raisonnant de la môme 
façon, on voit que x variant de a:' + e à + *' > on obtiendra une 
branche infinie telle que HKL asymptote aux deux droites CD 
et AB. 

Cette courbe, qui est ainsi composée de deux branches infinies 
séparées, est encore une hyperbole. 

a^ La division se fait exactement. Si nous désignons le quotient 
par ax-\-b nous aurons 

— (Ax« + aDar + F) =f ^{ax + b){Bx + E) 
alors l'équation de la courbe peut se mettre sous la forme 

2{Bx -|- E){y — ax — à) = o 




Fig. 88. 
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elle représente dans ce cas les deux droites représentées par les 
deux équations 

Bx+E = o, y — ax — b = o. 

Nous disons encore dans un but de généralisation, que dans 
ce cas l'équation (i) représente une hyperbole évanouissante, une 
hyperbole se réduisant à ses asymptotes. 

Supposons maintenant que A = o. Nous n'aurons qu'à répéter 
ce qui précède ; nous remarquerons seulement que dcuis ce cas. 
le quotient se réduit à une constante, et que par suite la 
droite ÂB devient une parallèle k Taxe des x. 

Remarque i. Nous pouvons montrer que dans le cas où la 
division se fait exactement et ou Véquation représente alors un 
système de deux droites, on a A = o. 

Gomme G = o, on a 

A=2BDE — AE« — FB». 

Puisque la division de ■— (Aa?* + 2Da? + F) par 2(Bx+E) se 

fait exactement, il en résulte que Ax' + ^Dx -|- F est aussi divi- 

E 
sible exactement par x-^-^^ei que par conséquent en rempla- 

E 
çant dans Ax* + 2Da?+ F, x par — -, on doit avoir un résullat 

identiquement nul. Nous avons donc identiquement 

AE» aDE 



B* B 



+ F = o 



et comme B est différent de zéro, on aura en chassant les 
dénominateurs 

2BDE — AE«--FB« = o 
ou 

A =o. 

Remarque a. Dans la discussion précédente relative au genre 
hyperbole, nous avons divisé cette discussion en deux cas prin- 
cipaux, suivant que G est différent de zéro, ou égal à zéro. Nous 
aurions pu également faire notre discussion en examinant deux 
cas principaux, suivant que A est différent de zéro, ou est égal 
à zéro. 
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III. — GENRE PARABOLE. B^ — AG = o. 

Dans ce troisième genre, si le coefficient B est différent de 
zéro, les coefficients A et G le sont également, et si B est nul, 
un des cofflcients A et G Test aussi. Nous distinguerons donc 
deux cas suivant que B est différent de zéro, ou bien est égal à 
zéro. 

Supposons d'abord que B soit différent de zéro; G étant aussi 
différent de zéro, Téquation (i) est du second degré en y, et en 
raisonnant comme nous l'avons fait dans les genres précédents, 
nous pourrons la mettre sous la forme (5). On a donc dans 
ce cas 



Y =^ V'2(BE — GD)ar + E« — CF 
Cl 

*nous subdiviserons ce premier cas en deux, suivant que BE — GD 
est différent de zéro, ou bien est égal à zéro. 

10 BE— GD>o. Supposons d'abord BE— GD> o. Pour que Y 

soit réel, il faut que Ton ait 



ou 



2(BE — GD)x + E* — CF>o 

E' — GP 



x^ — 



2(BE — GD) 



ou 



X^X| 



en posant 



^i = — 



E* — CF 
2(BE — GDy 



Nous pouvons donc faire varier x de a?| à -|- ao . Gonstruisons 
la droite GD représentée par Téquation 

X — Xj = o; 

pour a?== ap, on a Y= o, par conséquent le point E où la droite GD 
rencontre le diamètre AB est un point de la courbe. Lorsque x 
varie de a?j à + « , 2(BE — GD)a: + E» — GF croit de o à + », il 
en est de même de Y, et nous avons alors les deux arcs EF 
et EG, s'étendant à Tinfini. La réunion de ces deux sures cons- 
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litue la courbe qui, dans ce cas, est formée d'une seule branche 
s*étendant à l'infini dans le sens des abscisses positives. Cette 
courbe est une parabole. 

Si nous supposons BE — CD<o, pour que Y soit réel, il faut 
que l'on ait 

2(BE — CD)x + E» — CF>o 



ou 



jp^ — 



E» — CF 
a(BE — CD) 



ou 



X, 



en posant comme précédemment 



E* — CF 



ar. = — 



a(BE — CD) 

Nous ferons donc varier x de x^y h — oo . Si nous construisons 

la droite CD représen- 

F' 




tée par Téquation 



X — x^ = o 

nous verrons, en raison- 
nant comme précédem- 
ment, que la courbe se 
compose d'une seule 
branche F'EG' s'éten- 
dant à l'infini dans le 
**^' ^' sens des abscisses né- 

gatives. Cette courbe est encore une parabole. 

Dans l'un et l'autre cas, en raisonnant comme nous l'avons fait 
dans les genres précédents, nous verrons : i^ que la courbe est 
tangente à la droite CD au point E ; a® qu'elle ne peut pas avoir 
d'autres formes que celle qui est indiquée sur la figure. 

a** BE — CD = o. L'équation de la courbe est alors de la 
forme 



Nous voyons que dans ce cas l'équation représente deux droites 
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parallèles au diamètre AB représenté par l'équation 

Bar + E 

et que ces droites sont également distantes du diamètre. Ces deux 
parallèles sont réelles et distinctes si E* — GP est positif: elles 
se confondent si E' — GFest nul; enfin, elles sont imaginaires si 
E* — CP est négatif. 

Nous pouvons remarquer que dans ce second cas on a à = ci. 
En effet comme 

B* — AC=:o, BE — CD = o, 

on a 

— Ga = (BE — GD)« — (B» — AG)(E* — GP) = o 

et comme G est différent de zéro, il en résulte que Ton aA = o. 

Supposons maintenant en second lieu que B soit nul, il faut 
alors, comme on Ta déjà dit, que Tun des coefficients A ou G 
soit nul. 

Gonsidérons d'abord le cas où on a G = o. 

L'équation de la courbe est alors de la forme 

Ax'4-2Da: + 2Ey4-F = o 

Nous subdiviserons ce premier cas en deux, suivant que Ë est 
différent de zéro, ou bien est égal à zéro. 

I** E est différent de zéro. Si nous résolvons l'équation précé- 
dente par rapport à y, nous aurons une équation de la forme 

y =: ax* 4" ^^^ "t" ^ 

Supposons d'abord que l'on ait a > o. Nous savons, d'après 
l'algèbre élémentaire que lorsque nous faisons varier a? de — « à 

b 

x^ = , y va en décroissant de oo di une valeur minimum 

y, = et que x variant de Xj à -}-«>> le trinôme va en crois- 
sant de y^ à oo . Si nous construisons maintenant la droite AB re- 
présentée par l'équation 

il résulte de ce qui précède qu'il n'y a pas de points de la courbe 
dans la région du plan qui est au-dessous de cette droite. Pour 
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x := Xj on a 1/ = ^1, alors si nous construisons la droite CD re- 
présentée par Téquation 



«*/ '^"^ Jb 1 



o, 



le point E où cette droite rencontre la droite AB est un point de 
la courbe. 

Lorsque x varie de — <x> hx^, nous avons Tare EF, lorsque x 
varie de Xj à + <x> , nous avons Tare EG; la réunion des deux 
arcs constitue la courbe qui se compose d*une seule branche 

s'étendant à Finfini 
dans le sens des or- 
données positive s. C'est 
encore une parabole. 

En raisonnant com- 
me précédemment 
nous verrons : i*^ que 
la droite CD est le dia- 
mètre qui partage en 
deux parties égales les 
cordes parallèles à 
Taxe des x ; 2^ que la 
courbe est tangente à 
la droite AB au point E ; 3^ que la courbe ne peut avoir d'autres 
formes que celle qui est indiquée sur la figure. 

La courbe occupe par rapport à Taxe des x, une des trois posi- 
tions indiquées sur la figure, suivant que les racines du trinôme 




Fig. 90. 



B «^ A 





ax^ + ^*^ + ^y sont réelles et inégales, égales ou imaginaires, 
c'est-à-dire suivant que Ton a 

ifi — ac>o, b^ — ac = Oj b^ — ac<o. 
Si nous avions supposé a < o, on aurait eu, comme l'indique 
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l'une quelconque des trois figures ci- dessus, une parabole située 
tout entière au-dessous de la tangente AB. 

a* E = 0. L'équation de la courbe est alors de la forme 

Aa?*4-aDx + F = o 

elle représente deux droites, réelles ou imaginaires, distinctes ou 
confondues, parallèles à Taxe des y. 

Nous pouvons remarquer que dans ce cas on a^ = o. En effet, 
si dans A on fait B = o, G = o, E = o, a devient nul. 

Si au lieu de supposer G = o, on avait supposé A = o, on serait 
arrivé à des conclusions analogues aux précédentes, on aurait 
trouvé soit deux parallèles à Taxe des a:, soit une parabole s'éten- 
dant h Tinfini ou du côté des abscisses positives ou du côté des 
abscisses négatives. 

CONDITION NÉCESSAIRE ET SUFFISANTE POUR QUE L'ÉQUA- 
TION DU SECOND DEGRÉ REPRÉSENTE UN SYSTÈME DE 
DEUX DROITES. 

Il résulte de la discussion précédente que celte condition est 
A = o; mais étant donnée Timportance de la question nous l'éta- 
blirons directement de la manière suivante : 

Nous ferons d'abord la remarque suivante, c'est que si Ton peut 
placer une droite sur une ligne du second degré, cette ligne se 
réduit à un système de deux droites. En effet, si on peut placer 
sur la ligne du second degré représenlée par l'équation 

(i) Ax^ + nBxy + Cy* + zBx + ttEy + F = o 

la droite ayant comme équation 

(2) «a? + Py + Y = o 

le premier membre de l'équation (i) sera divisible paraar4-Py+ Y 
et celle équation (i) pourra se mettre sous la forme 

(3) [ax + Py + ^liLX + yy + 8) = o 

Cette équation représentera alors les deux droites dont les 
équations sont 

Imber et Weill. t4 
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Je Tcnttarque niaifit,enant que si ]e ooefQcient G de Téquation (i) 
est didérent de zéro, il est impossible de placer sur la ligne du 
second degré représentée par réqualion(i) une droite parallèle à 
Taxe des y, car, dans ce cas, il est impossible que le premier 
membre de cette équation (i) soit divisible par une expression de 
laforme a: — a. , 

Nous diviserons donc notre discussion en deux cas principaux 
suivant que Ton a G différent de zéro ou bien que G est éga^ à 
zéro. 

■•••..:.'• I 

ï. — C EST DIFFÉRENT DE ZÉRO. 

. Considérons une dro^e représentée par une équation de la 
forme 

(4) y = mx + n 

I ... 

dans laquelle m etn ont dçs valeurs iinies, et cherchons quelles 

sont* les conditions nécessaires et suffisantes pour que Ton puisse 

placer sur la ligne (i) une droite représentée par une équation 

de cette forme. 

Formons réqualion aux abscisscsdes points d*întersection de 

la courbe (i) et de la droite ( i) nous avons 

(5) : ( A -f aBm + Cm»)x» + 2{Bn + Cmn + D + Em)x 

+ G/<* + 2En + F = o. 

Pour que nous puissions placer la droite ('i), sur la. ligne (i) il 
faut et il suffit que cette équalion (5) se réduise à une identité et 
pour cela que Ton puisse déterminer un système de valeurs dé^n 
et de n telles que Ton ait 

(6) A + aB?n + Gm»:=o 

(a) (7) Bn + Gmn + D+E?n = o ' '. 

■■ . (8) Gn* + aEn + F=io. 

\. • 

Je puis écrire l'équation (7) de la manière suivante : 
(9) m(Gn+.EJ + Bn4D=o. 

'^oui subdiviserons maintenant le premier cas eh detix sui- 

E 

vant que la valeur de n qui annule Cn-f-E, c'est-à-dire — - n'est 

L» 

pas racine ou est racine.de (8). Considérons d'abord le cas où 



■s • ' 
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E 

— - n'est pas une racine de (8). Dans ce cas Cn -f- E ne sera ja- 
\j 

mais nul pour une valeur de n satisfaisant au système a, nous 
pourrons alors mettre Téquation (9) sous la forme 

Bn + D 

Si le système (a) est possible cette valeur de m devra satisfaire à 
Téquation (6) ; en substituant cette valeur dans (6), on a 

G(AC — B>«+2E(AC— B> + AE« — 2BDE + CD^ = o 
ou 

(10) (Cn« + aEn)(AG — B>)4-AE2 — aBDE-fiCi? = o. 

si le système (a) est possible les équations (10) et (8) seront sa- 
tisfaites par une même valeur de n; Téquation (8) donne 

Cn* + 2En = — F 
en remplaçant dans (10) nous aurons 

(il) AGP + aBDE — AE* — CD* — FB^ = o. 

Telle est la condition nécessaire pour que Téquation ^i) repré- 
sente dans le cas actuel un système de deux droites. 

Je dis que cette condition est sufiisante, en effet si elle est véri- 
fiée en refaisant les calculs en sens inverse, on voit que le sys- 
léme (a) est possible. 

En représentant le premier membre de (i i)par A, comme nous 
Tavon.s fait dans la discussion précédente, nous aurons pour la 
condition cherchée 



(12) A=o. 



E 



Supposons maintenant que n = — - soit racine de (8). On voit 

dans ce cas que les deux racines de (8) sont égales. Alors pour 
la seule valeur de n pouvant satisfaire au système (a), Cn-f-E est 
nul, nous ne pouvons pas diviser les deux membres de (9) par 
Cn -\- E, et par suite nous ne pouvons pas employer la méthode 
précédente. Dans cç cas pour que (i) représente un système de 
dfixxx .droHes, U faiit et il çuiQt que Ton puisse déterminer un 
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système de valeurs de m et de n lelles que Ton ait 

A-f aBm + Gm*=o- 
(a') Bn'+D = o 

Gn» + 2En4-F = o. 

Supposons d'abord que B soit différent de zéro. Pour que (i) re- 
présente un système de deux droites, il faut et il suffit qu'en 
éliminant n entre les deux dernières équations de {«)' on ait une 
identité, c'est-à-dire il faut et il suffit que Ton ait 

2BDE — CD* — PB*==o.. 

Je remarque que A peut s'écrire de la manière suivante : 

A(CF - E*) + 2BDE — CD* — FB«. 

Dans le cas actuel les deux racines de Téquation (8) sont égales^, 
c'est-à-dire que E* — CP=o, nous pouvons donc dire que la con- 
dition nécessaire et suffisante est encore • 

Supposons maintenantque Ton aitB=o. Alors il faut et il suffit 
que D = o. Puisque Ton a B=o, E* — CF=o, on a pour A, 
^ — —CD', alors comme C est différent de zéro, nous voyons que 
dans le cas actuel la condition est encore A = o. 

Remarque. — Si B*—AG < o, c'est-à-dire si la ligne estdu genre 
ellipse, les deux racines de l'équation (6) sont imaginaires, et 
alorslesdeuxdroitessont imaginaires;siB*— AC>o, c'est-à-dire 
si la ligne est du genre hyperbole, les deux racines de l'équa- 
tion (6) sont réelles et inégales, alors les deux droites sont réelles 
et concourantes ; enfinsiB^—AC=o, c'est-à-dire silaligne estdu 
genre parabole, les deux racines de l'équalion (6) sont égales et 
les deux droites sont parallèles. Dans ce troisième cas , en vertu 
de la relation B* — AG = o, nous pourrons écrire, en remola- 

B« 
çant A par--, 

V 

(BE — CD)» 
A = j; 

et nous pourrons dire, d'après ce qui précède, que dans le cas do 
genre parabole, la condition nécessaire et suffisante pour que^ 
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l'équation du second degré représente un système de deux 
droites est 

BE — GD = o. 

II. — C=o. 

Si dans ce cas la ligne du second degré représentée par l'équa- 
tion (i) se réduit à un système de deux droites, une de ces 
droites sera nécessairement parallèle à Taxe des y, car un des 
facteurs au moins du premier membre de Téqualion (î) ne devra 
pas renfermer de terme en y puisque le produit des deux facteurs 
ne doit pas contenir de terme en j/'. 

Donc dans ce cas pour que Téqualion (i) représente un sys- 
tème de deux droiles, il faut et il suftit que Ton puisse placer sur 
la ligne du second degré représentée par cette équation (i) une 
droite ayant une équation de la forme 

(i3) X — a=o. 

Cherchons quelle est la condition nécessaire et suffisante pour 
que cela ait lieu. Formons l'équalion aux y des points d*intersec- 
tion de la droite (i3) et de la ligne (i), nous avons 

(14) a(Ba4-E)t/ + Aa» + 2Da + F = o. 

Pour que la droite (i3) soit sur la ligne (1), il faut et il suffit que 
Ton puisse déterminer une valeur de a telle que (i/|) se réduise à 
une identité, c'est-à-dire telle que Ton ait en môme temps 

* 

(i5) I]a + E = o 

(16) Aa* + 2Da + F=o. 

Nous distinguerons deux cas suivant que B est différent de zéro, 
ou bien que B est égal à zéro : 

!• B est différent de zéro. Nous obtiendrons dans ce cas la re- 
lation cherchée en éliminant a entre (i5) et (16). En tirant a de 
(i5) et remplaçant dans (16) nous avons 

AE» — 2BDE + B«P=ro 
c'est-à-dire 

A = o. 

2* B = o. n faut et il suffit que E = o, dans ce cas cette équa- 
tion (i5) sera vérifiée quelque soit a, par suite les deux racines 
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de Téquation (i6) vériQeront le systènie(i5), (i6), et alors, Téqua- 
lion (i) représentera un système de deux droites parallèles à 
Taxe des y. 

Nous voyons donc que dans ce dernier cas la condition néces- 
saire et sufllsante pour que Téquation (i) représente un système 
de deux droites, c'est que Ton ait 

E = o 
Dans ce dernier cas on a 

A=AE* 

alors comme A est essentiellement différent de zéro, nous trou- 
vons encore la condition 

Les deux droites parallèles à Taxe des y représentées par l'é- 
quation (i) se confondront quand les racines de l'équation (i 6) 
seront égales, c'est-à-dire quand on aura 

D^ — AF = o. 



DISCUSSION DE QUELQUES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 

DU SECOND DEGRÉ 

1. Soit k discuter les diverses courbes du second degré renfer- 
mées dans l'équation 

{\ — I)d:*-^-(X — i)j/'-j-2(2X — i)xy — 2aî(2X — i) — 2y(2À — i) 

-|-2 = 0. 

liC genre de la courbe sera donné par le signe de la quantité 

(2X— i)» — (X— i)« = X(:^X — a). 

Donc si Ton forme la suite 

— 00 O - +00 , 

la courbe sera du genre hyperbole si X est compris dans les 
intervalles extrêmes, du genre ellipse si X est compris entre o 

2 2 

et -; enfin, du genre parabole si X est égal à, o ou à-. Si Ton ré- 

sout l'équation par rapport à y, la quantité sous le radical est 

>x«(3X— 2) ^ 2Xx(2X — i) + /,X« — 6X + 3. 
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CSonsidérons la quantité 

A= X*(2X— i)» — X(3X — a)(a' — 6X + 3) 
= !iX(X — I )[— 4X' + 7X — 3] 
= 2X(X — i)»(3 — 4X). 

I^a quantité A s'annule pour les valeurs 

3 .■'■■■ 

X = 0, X=:i, X=:-. 

•'1 . . 

Dès lors, si Ton forme la suite 

2 3 



00 



O - — X +«0 , 

3 /, 



on voit que si X est dons le premier intervalle la courbe est une 
hyperbole; pour X = o, on a deux droites parallèles réelles; pour 

A compris entre zéro et-, on a une véritable ellipse; pour X = 

-, on a une parabole; pour X compris entre - et -, on a une hy- 

3 

perbole; pour X =-, on a deux droites qui se coupent; enûn,pour 

4 

3 

X > -, on a une hyperbole. 

IL Soit à discuter la nature des courbes du second degré ren-- 
f^E^rmées dans Téquation 



dans laquelle oc et p sont deux paramètres variables. 

Nous considérerons le point P qui a pour coordonnées les va- 
leurs a et p, dans un système d'axes rectangulaires, et nous cher- 
cherons quelle est la nature de la courbe relative à une position 
du point P. . 

Traçons les courbes ayant pour équations : 

a-f-^ — » = o 
A = (o< + p-. )'-(« + ?-. )(«» + fk»-.) 

On a ainsi un cercle de rayon i ayant pour centre l'origine, 
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une droite DABG, rencontrant ce cercle aux points A et B, dont 
les coordonnées sont 



et 



y=i ar = o 



y=o x=i; 




Fig. Q-»- 



enûn le cercle décrit sur sur AB comme diamètre. 

Le premier cercle partage le plan en deux régions; si le 
.point P de coordonnées a, ^ est dans la région extérieure^ la 

courbe du deuxième degré qui lui cor- 
respond est du genre hyperbole; si le 
point P est sur la circonférence, la 
courbe est du genre parabole; si le 
point P est à Tintérieur de la circonfé- 
rence, la courbe est du genre ellipse. 

Si le point P est sur la droite DABC, 
ou sur la circonférence AOBK, la 
courbe du deuxième degré correspon- 
dante est une courbe évanouissante, 
c*es-à-dire une ellipse-point, un sys- 
tème de deux droites qui se coupent, ou enfin un système de 
deux droites parallèles. 

Dans la région limitée par la droite AB et Tare AOB, la quan- 
tité A est négative, donc on a une ellipse imaginaire; dans 
la région limitée par la corde AB et Tare AMB, on a une ellipse 
Réelle, et de même dans la région limitée par les arcs AOB, ALB. 
En tout point de AB on a une ellipse réduite à, un point; de 
même en tout point de Tare AOB. En tout point de l'arc AKB, on 
a une hyperbole réduite à deux droites qui se coupent. ËnOn 
en A et B, on a deux droites confondues. On a donc le tableau 
suivant : 

1 2 3 4 et s 

Ellipse réelle. Ellipse imaginaire. Ellipse réelle. Hyperbole. 

Arc ALBMA Arc AOB Arc AKB 

Parabole. Ellipse point. deux droites qui se coupent. 

Segment de droite AB Segments indéfinis AD et BG 

Ellipse point. deux droites qui se coupen t. 

Points A et B 
deux droites confondues. 



CENTRES 



Définition. On appelle centre d'une courbe un point C tel 
qu'à tout point M de la courbe, corresponde sur cette courbe 
son symétrique par rapport au point G. 



CONDITION POUR QUE l'oRIGINE DES COORDONNÉES SOIT UN CENTRE 

Pour que Torigine des coordonnées soit un centre, il faut et 
il suffît que le point M étant un 
point quelconque de la courbe, le 
point M' symétrique de M par rap- 
port h Torigine soit aussi un point 
de la courbe 



Si X et y sont les coordonnées /^ » 
lu point M, — X et — y seront les '^ 



coordonnées du point M'; alors 

si Téqualion de la courbe considérée est 




Fig. 93. 



(0 



f{^^y)=o 



pour que Torigine soit un centre, il faut et il sutFit que Ton ait 
en même temps 



(^) 



A^.y)=o 



0) f{-x,^y) = o 



X ei y désignant les coordonnées d*un point quelconque de la 
courbe. 
Nous voyons d*après cela que Torigine est centre de la courbe. 



y — a\e — e /=o. 



Nous allons d*abord nous occuper des centres dans le cas 
particulier des courbes du second degré. 



) 
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TliéorèHie I . 

Pour qu*une courbe d^ second degré admette Vorigine comme 
centre^ il faut et il suffit que Véquation de cette courbe mise sous 
forme entière ne contienne pas de termes du premier degré. 

Démontrons d'abord que la condition est nécessaire ; pour cela 
coupons la courbe par une droite quelconque passant par 
Toriginel 

L'équation générale des courbes du second degré est 

(i) Aa;* + 2Bxî/ + Cy» + 2Da:+2Ey + F=o 

celle d'une droite passant par l'origine est 
• (i) • > - ' y=mx. 

Formons l'équation qui donne les abscisses des points d'inter- 
section de la courbe et de la droite ; pour cela éliminons y entre 
les équations (i) et (2), nous aurons Téquation 

(3) ( A + 2Bw -f Cm V + <D + Em)x + F = o 

si, comme nous le supposons, Torigine est centre, il résulte de ce 
qui précède que les abscisses des deux points d'intersection delà 
droite et de la courbe, c'est-à-dire les deux racines de l'équa- 
tion ('3) doivent être égales et de signes contraires, ce qui exige 
que le coefficient du terme du premier degré soit nul. On a 
donc 

D + E/n==o; 

et comme il doit en être ainsi quelle que soit la droite passant 
par l'origine^ c'est-à-dire quelle que soit m, on doit avoir 

D = o, E = o. 

La condition est donc nécessaire. 

Celte condition est évidemment sufQsante, car s'il en est 
ainsi, les deux racines de 1 équation (3) sont égales et de signes 
contraires quelle que soit m; par conséquent une droite quel- 
conque passant par l'origine rencontre la courbe en deux points 
symétriques par rapport à l'origine, et par suite l'origine est un 
centre. 
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RBCHERCHB DU CENTRE D*UNE COURBE DU SECOND DEGRÉ 

Pour reconnaître si une courbe du second degré 
• (i) /Ix,y) = Aa;« + 2Bxy + Cy» + aDx + 2Ey + F = o 

« 

a un centre, on transporte rorigine en un point (a, b) indéter- 
miné, et on cherche si on peut disposer de a et de 6 de façon que 
l'équation de la courbe par rapport aux nouveaux axes, ne 
contienne pas de termes du premier degré. Il résulte de ce qui a 
été dit précédemment que les valeurs de a et de 6 pour les- 
quelles cette condition sera satisfaite seront les coordonnées du 
centre. 

Si nous désignons par x,y les coordonnées d'un point du plan 
par rapport aux premiers axes et par or', y' les coordonnées du 
même point par rapport aux- nouveaux axes, les formules de 
transformation sont 

Nous avons alors comme équation de la courbe par rapport 
aux nouveaux axes 

/(a + 0?', 6 H- ?/) = A (a -f 0^7 -F 2B(a + x'X* + y') + ^(^ + y? 

+ 2D(a -f a?') + 2E(ô -f- ?/) -f F = o. 

Comme nous l'avons déjà dit, nous pourrons mettre cette 
équation sous la forme 

(a) Ax" + aBx'y' + Cy" + x'f, + y'f, + f{a, b) = 0. 

Pour que la nouvelle origine soit centre, il faut et il suffît que 
l'on ait 

c'est-à-dire 

(3) Aa + B6-t-D = o 

(/,) Ba-fB^ + E = o. 

ÉQUATIONS DU CENTRE 

11 résulte de ce qui précède que si nous résolvons ks deux 
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équalions (3) et (^i) par rapport haeib nous aurons les coordon- 
nées du centre de la courbe représentée par Téquation (i). Pour 
cette raison on dit que les équations (3) et (^») sont les équatiom 
du centre. 

Nous avons pour la formation des équations du centre la règle 
suivante : .♦ 

RÈGLE DE FORMATION DES ÉQUATIONS DU CENTRE 

On obtient les deux équalions du centre en égalant à zéro les 
dérivées partielles du premier membre de Céquation de la courbe, 
prises par rapport à x et à y. 

Droites du centre. Si dans les équations (3) et (4) nous rem- 
plaçons a et b par or et y coordonnées courantes, nous obtenons 
les deux équations 

Aar + Bjy + D==o 
Bx-|-Cy-f-E = o 

qui représentent deux droites. 11 résulte de la façon même dont 
on a obtenu les équations de ces deux droites que le centre est 
déterminé par l'intersection de ces deux droites; pour cette 
raison on dit que ce sont les droites du centre. 
Discussion. Plusieurs cas peuvent se présenter : 
fo Les deux droites du centre ne sont pas parallèles. Nous 

savons que dans ce cas on a^ ^"^0» P^** suite 

B*— AGr^o 

c'est-à-dire que la courbe considérée est du genre ellipse ou du 
genre hyperbole ; puisque les deux droites du centre ne sont pas 
parallèles, il y aura dans ce cas un centre unique, 
a** Les deux droites du centre sont parallèles. Nous avons alors 

AB .B^DA^D 
•b = G °^"^^ G-^"Ê' B-Ë 

par suite nous aurons 

B* — AG=o, BE — GD-i^o, BD—AE=?^o 

c'est-à-dire que la courbe considérée est une parabole propre- 
ment dite. 



- 1 
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Puisque les deux droites du centre sont parallèles, et qu'elles 
n*ont alors aucun point commun, la parabole proprement dite 
n*a pas de centre. On dit souvent que la parabole a un centre 
unique rejeté h TinGni; voici comment on est amené à cette 
façon de dire. 

Si nous imaginons que B^ — AG ne soit pas nul, mais tende 
d'une manière continue vers zéro, les deux droites du centre ne 
sont pas parallèles, mais elles tendent vers le parallélisme, et 
leur point de rencontre, qui est le centre de la courbe considérée, 
s'éloigne à l'infini. Nous dirons alors, à la limite, quand B^ — AG 
sera égal h zéro, que la courbe considérée, qui est une para- 
bole, a un centre unique rejeté à rinfini. 

3® Les deux droites du centre se confondent. Nous savons que 
dans ce cas on a 

A_B_D 

par suite 

B« — AG = o, BE — CD = o 

c'est-à-dire que la courbe se compose deux droites parallèles. 
Puisque dans ce cas les deux droites du centre se confondent 
suivant une même droite, 
il y a alors une droite dont 
tout point est centre de 
la courbe. 

Reuarque. Nous pou- 
vons démontrer géomélri- p. , 
quemcnt d'une façon sim- 
ple que la condition nécessaire et suffisante pour qu'une ligne du 
second degré admette une inûnité de centres situés sur une même 
ligne droite, c'est que cette courbe du second degré se compose de 
deux droites parallèles. 

Démontrons d*abord que la condition est nécessaire. Soit AB 
la lignedes centres, M un point quelconque de la ligne du second 
degré considérée. Si nous joignons M aux différents points G de 
la ligne des centres, et si nous prenons sur les droites iMG une 
longueur CN = MC, les points N ainsi obtenus appartiendront à la 
ligne du second degré considérée. Nous savons, d'après la géo- 
métrie élémentaire, que le lieu des points N est une droite DE pa- 
rallèle à AB et dont la distance h, AB est égale à MP. En parlant 
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d'un point quelconque N de DE, nous montrerons de la même 
façon que la droite FG menée parallèlement et AB par le point M. 
appartient aussi à la ligne du second degré. Cette courbe n*aura 
pas de points en dehors de ces deux parallèles, car une droite 
passant par un de ces points rencontrerait la courbe en plus de 
deux points. La courbe du second degré se composera donc^e 
ces deux droites DE et FG parallèles à la droite des centres el 
également distantes de cette droite. Si le point M était situé sur 
A6^ la courbe du second degré se composerait alors de deu.x 
droites confondues avec AB. 

Démontrons maintenant que la condition est suffisante. Soient 
DH et FG les deux droites parallèles constituant la ligne du second 
degré considéré, je dis qu'un point quelconque G de cette droite 
est un centre; en effet, si je mène par G une droite quelconque 
MN, on aura MG = CN. Il n'y aura pas de centre en dehors de 
AB, car alors la ligne du second degré admettrait des points en 
dehors des deux droites parallèles DE et FG, ce qui n'est pas. 

RQUATION d'une LIGNE DU GENRE ELLIPSE OU DU GENRE HYPERBOLE 

RAPPORTÉK A SON CENTRE. 

D'après ce qui précède, si 

Ax^ + ^Bxy + Cl/ + iJ)x + 2 Ey + F = o 

Cht l'équation de la courbe rapportée à des axes quelconques, 
Téqualion de la courbe rapj^ortée à des axes parallèles passant 
par le centre sera 

Ax'» + aBx'y' + Cj/'* + Pi = o. 

Détermination de F. — Nous savons que 

Fj = /(a, b) = Aa« + 2Bab + CA« + aDa + aE4 + F 

a et ^ désignant les coordonnées du centre. Nous pouvons mettre 
F| sous une forme plus simple. Nous savons que l'on a identique- 
ment 

Aa + Bô + D = o 

Ba-fGô + E = o. 

Si nous multiplions par a les deux membres de la première 
identité, par b les deux membres de la seconde et si nous ajou- 
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ions ensuite membre à membre les deux identiléa ainsi obtenues^ 
naus aurons idenliquemeni 

Aa» + aBa* + Cô* + Da -f E* = Q 

Nous pourrons alors écrire comme expression de F, 

F,— Da+E6 + F. 

Proposons-nous maintenant de déterminer l'expression de F, 
en fonction des coefficients de Téquation primitive de la courbe. 
Pour cela tirons a et ô des équations du centre, nous avons 

;_ BE — CD . BD — AE " ' * 

""~AG— B' ""AJG— B* ) 

en. remplaçant dans la dernière exipression de F^, nous aurons 

D(BE-^CD) E(BD~AE| '''' " • 

' AC — B» "^ AG~B* '^ 



ou 



îiBDB + ACF — CD» — AF* ~ FB» 
1*1= 



AG — B* 



ou 



F. 







ftECHERGHE DES CENTRES DANS LES COURBES 

QUELCONQUES 

Théorème 2. 

Pour qu'une courbe algébrique admette Uoingine comme centre^ 
il faut et il suffit que V équation de cette courbe^ mise sous forme 
entière^ ne contienne que des termes de même parité. 

Soit 

(i) f[x,y)=o 

l'équation de la courbe considérée. Nous avons vu dès le com- 
mencement que pour que Torigine soit centre il faut et il suffit 
que les deux équations 

W A^^y)—^f • 0) A— a;, — y) = o . 
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admettent les mêmes solutions. Je dis que pour cela il est néces- 
saire et suffisant que l'équation (i) ne renferme que des termes 
de même parité. 

Démontrons d abord que la condition est nécessaire ; pour cela 
nous supposerons pour un instant que Téquation renferme des 
termes de parités différentes. Représentons par ^(x, y) l'ensemble 
des termes de degré pair et par tj/, (a?, y) l'ensemble des termes de 
degré impair, Téquation de la courbe sera alors 

Puisque Torigine est un centre, Téquation (4) et Téquation (5) 

devront admettre les mêmes solutions; ce qui exige que les deux 
équations 

admettent les mêmes solutions. Cela est impossible, puisque ces 
deux équations sont de parités différentes. 

L'équation (i) ne peut donc renfermer que des termes de même 
parité. Celte parité est évidemment celle du degré m de 1 équa- 
tion. 

Uemarque i. — Si Téquation est dedegré impair, elle ne doit pas 
contenir de terme constant, par conséquent le centre est alors un 
point de la courbe. 

Remarque 2. — Lorsque le centre est sur la courbe, ce point est 
aussi un point d'inflexion. En effet, faisons tourner la sécante OM 

autour de de façon que M vienne se 
confondre avec 0; alors la droite OM de- 
vient la tangente en 0. Mais en même 
^î^^^^'^ temps que le point M vient se confondre 

Fig. 95. ^vec le point 0, le point M' symétrique 

de M vient aussi en ; cette tangente 
a donc, avec la courbe, trois points communs confondus en 0; 
on dit que est un point d'inflexion. 

Je dis maintenant que la condition est suffisante : en effet, si 
Téqualion (1) ne renferme que des termes de même parité, le 
cbangement de x en — x, et de y en — y ne change pas l'équa- 
tion, par conséquent les équations (2) et (i) admettent les mêmes 
solutions, et par suite l'origine eét un centre. 
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Rechebchb des centres. — Pour reconnaître si la courbe algé* 
brique représentée par Téquation (i) a un centre, on suit la mar- 
che que nous avons indiquée pour les courbes du second degré. 
On transporte l'origine en un point (a, b) indéterminé et on cher- 
che si on peut disposer de a et de 6 de façon à ramener Téquation 
de la courbe, par rapport aux nouveaux axes, à ne contenir que 
des termes de même parité. 11 résulte de ce qui a été dit précé- 
demment que les valeurs de a et de b, pour lesquelles cette con- 
dition sera satisfaite, seront les coordonnées du centre. 

Les formules de transformation sont 

la nouvelle équation est 

f[a + ^\b + x/)^o. 

Si Téquation est de degré m, il faudra ordonner et égaler à 
zéro les coefficients des termes de degré wi — i, m — 3, etc. Les 
valeurs de a et de 6 qui annuleront ces coefficients seront les 
coordonnées du centre. 

On voit d'après cela que, en général, les courbes d'un degré 
supérieur au second, n'admettent pas de centre. 

On démontrera, en suivant une marche analogue à celle qui a 
été employée pour les courbes du second degré, les théorèmes 
suivants : 

ThéoFème 8. 

Si une courbe algébrique a deux centres A et B^ elle a pour 
centre tout point de la droite AB et se compose dCun système de 
droites parallèles à AB et deux à deux équidistantes. 

Théorèflie 4. 

Lorsqu'une courbe a trois centres, non en ligne droite, elle en 
admet une infinité situés aux intersections de deux systèmes de 
parallèles équidistantes. 

Lieux de centres. — Lorsqu'une équation é\i second degré 

renferme un paramétre variable a, elle représente une infinité de 
lignes du second degré. On peut se proposer de déterminer 

Imbbr et Weill. VS 
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l'équation qui représente le lieu des centres de toutes ces lignes. 
Avant de résoudre ce problème, nous entrerons dans quelques 
considérations générales sur les lieux géométriques. 

DES LIEUX GÉOMÉTRIQUES. 

Considérons deux courbes dont les équations contiennent un 
même paramètre variable «, et soient f{xyv) = o, f (j?ya) = o, 
ces équations; pour une valeur donnée de a, les équations repré- 
sentent deux courbes qui ont en commun certains points M,P,Q... 
Lorsque a varie d'une manière continue, les points M,P,Q... se 
déplacent et engendrent une courbe qui constitue le lieu géomé- 
trique des points communs aux courbes représentées par les équa- 
tions données. 

Je dis qu'on aura l'équation de ce lieu en éliminent a entre les 
équations 

Soit, en effet, R (x, y) = o, l'équation qui résulte de l'élimina* 
tion'de «; x^^i étant les coordonnées d'un point commun aux 
deux courbes représentées par les équations 

f[xija,)=zo, (p(aryaJ = o, 

cela veut dire que les équations en a 

f{x,y,a)=:o, ç(^i,yi«) = o, 

ont une racine commune oe^ . Donc les coordonnées x^ y^^ satisfont 
a l'équation 

R(xy)=:o, 

car cette équation exprime la condition qui doit être satisfaite 
par les quantités x et y, pour que les équations en a edcnt une ra- 
cine commune a^. 

Réciproquement, soient ar'y' les coordonnées d*un point de la 
courbe qui a pour équation 

R(a?j/)=ro, 
les équations en a 
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auront au moins une racine commune a^ ; en d'autres termes, le 
point 3i\f sera un point du lieu, car il est à Tintersection des 
courbes ayant pour équations 

Si la racine commune a^ est imaginaire, le point a/y' ne ré- 
pondra pas h la définition géométrique du lieu, tout en étant sur 
la courbe qui contient tous les points du lieu. 

Il peut aussi arriver que, d*après la définition géométrique du 
lieu, le paramètre « ne puisse prendre toutes les valeurs réelles, 
et soit assujetti à rester compris entre certaines limites; le lieu 
trouvé,, répondant à toutes les valeurs de a, aura donc une partie 
ne répondant pas à la définition géométrique. 

Supposons, maintenant, que les équations des deux courbes 
quiy par leur intersection déterminent les points du lieu, ren- 
ferment p paramétres liés par (p — i) équations ; on ramène ce 
cas au précédent en tirant les valeurs de (p — i) paramètres en 
fonction de l'un d'eux, a, par exemple, et transportant ce^ va- 
leurs dans les équations des deux courbes ; il restera h éliminer a 
entre ces deux dernières équations; le calcul revient à éliminer 
tous les paramètres entre les équations des courbes et les rela- 
tions de condition. Cette élimination simultanée présente des dif- 
ficultés qu'on ne peut résoudre que sur des exemples parti- 
culiers. 

Soit à trouver le lieu <Jes centres des courbes du second degré 
représentées par l'équation suivante, où X désigne un paramètre 
arbitraire : 

(3 — qX}x' -j- .V* — ^^y + *^ + ^,y(^* — ^^) — I = o. 

Les équations du centre sont 

(3 — aXjor — Xi/ -)- X == o, 
— Xx-\'y-\-\^ — 2k = o. 

On aura le lieu des centres en éliminant X entre ces deux équa- 
tions ; avant de faire cette élimination, étudions les valeurs de X 
qui correspondent aux variétés de courbes du second degré re- 
présentées par l'équation. Si l'on a 

X2 — (3 — 2X)>0, 

on a une hyperbole; si cette quantité est nulle, on a une para- 
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bole ; si elle est négative, on a une ellipse. On voit que si À est 
égal à une racine de l'équation 

X» + aX — 3 = 0, 

c'est-à-dire si X est égal i ou à ( — 3), le centre est rejeté à l'infini. 
Cherchons encore s'il peut y avoir une ligne de centres; pour cela, 
il faut que Ton ait 

3--aX_ — X_ X 

Ces rapports sont égaux pour X = i ; donc, h la valeur X = i 
correspond une courbe formée de deux droites parallèles, et une 
ligne de centres ; il en résulte que la droite représentée par 
Téquation 

X — y-f- 1 =0. 

fait tout entière partie du lieu des centres. 

Pour avoir Téquation du lieu des centres, au lieu d'éliminer X 
entre les équations du centre, résolvons-les par rapport k x ei 
y, qui représentent les coordonnées du centre de la courbe cor- 
respondant à une valeur donnée à X ; on trouve ainsi : 

X» — aX« + X 



X=: 



y 



X' + aX — 3 
— aX» + 8X« — 6a 
X« + aX— 3 



Supprimons aux deux termes de chaque fraction le facteur 
(X — i), qui correspond au cas où la courbe du second degré est 
formée de deux droites parallèles, il reste 

X + 3 
— aX(X— 3) 
^ X + 3 

La courbe représentée par ces deux équations simultanées esl 
du second degré, car si Ton cherche les valeurs de X corres- 
pondant aux points où cette courbe est rencontrée par une droite 
ayant pour équation 

Aa? + Bî/ + C = o. 



I 
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ces valeurs sont données par Téquation 

A.X(X — i) — aBX(X — 3) + G(X + 3) z= o, 

qui donne pour X deux valeurs à chacune desquelles correspond 
un point d'intersection 
de la droite et dé la 
courbe. 

Faisons varier X de 
( — oo ) à (+ 00 ), nous 
aurons une hyperbole. 
Lorsque X varie de 
( — «> ) à ( — 3 — e), on 
obtient la branche AB; 
de ( — 3 + e) à o, la 
branche GO ; de o à i , 
OD, de ià3,DE,de3à 
(-f- 00 ) EG. 

La droite qui a pour 
équation x — y-\- i = 
0, est tangente à Thy- Fig. 96. 

perbole au point D 

Si Ton forme la quantité A» on trouve qu'elle est égale à 

(X-,)[— 2X*+nX'— i3X^ — X— 3]. 

Le facteur entre parenthèse a deux racines positives, Tune, a, 
entre a et 3; Tautre, p, entre 3 et 4; et deux racines imaginaires. 
La quantité A peut alors s'écrire : 

-(X-,)(X-«XX-?)K, 

K désignant une fonction de X toujours positive. On voit que A 
sera une quantité positive lorsque X sera compris entre ( — « ) et i ; 
ou bien entre a et p. Soient P et Q les points correspondants aux 
valeurs a ^ attribuées à X. 

Il résulte de là que : si le centre de la conique est sur la bran- 
che AB, la conique est une hyperbole ; à l'infini en B ou G, une 
parabole; sur la branche GOD, une ellipse; en D, deux droites 
parallèles; en P etQ, deux droites qui se coupent; sur la branche 
DG, une hyperbole ; enfin, à l'infini en A ou G, une seule droite^ 
car on a alors une valeur infinie pour X, et la conique donnée se 
réduit à la droite y =r.o. 



DIAMETRES 



On appelle diamètre d'une courbe le lieu des milieux des 
cordes parallèles à une direction donnée. 

Nous nous occuperons d'abord de la recherche des diamètres 
dans les courbes du second degré. 



Théorème 1. 

Les diamètres d'une ligne du second degré sont des droites. 
Soit 

Téquation d'une courbe du second degré ; soit 

y=ztnx 

Téquation de la droite OL qui donne la direction des cordes con- 

fy^ sidérées; l'équation d'une droite 

AB parallèle à cette direction sera 
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Transportons les axes de coor- 

•^^^ données parallèlement à eux- 
mêmes en prenant pour nouvelle 
origine un point M de AB; les for- 
mules de transformation sont, 
comme nous le savons, 

x = a-^x' 
y = à + y\ 

Nous aurons alors comme équations de la courbe G et de la 
droite AB par rapport aux nouveaux axes 

( . ) AT'» + aBx'y' + Cy'« + x'/]; + rj'fi + f{a,b) = <. 
(a) y'=:mx'. 
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Formons maintenant Téquation aux x* des points d'intersection 
de la courbe G et de la droite AB; nous avons Téquation 

(3) (A + 2Bm + Cm»)a:'* + [/; + m/;]:.;' + /(a, é) = o. 

Je suppose maintenant que nous prenions en particulier pour 
le point M, le milieu de la corde AB, les deux racines de Téqua- 
tîon (3) seront alors égales et de signes contraires, ce qui exige 
que Ton ait 

Telle est la relation qui doit exister entre les coordonnées a, b 
du milieu M d'une quelconque des cordes parallèles à la direction 
donnée, et le coefficient angulaire m de ces cordes; c'est par 
conséquent l'équation du lieu de ces milieux, c'est-à-dire l'équa- 
tion du diamètre qui correspond aux cordes parallèles à OL. 
Cette équation est du premier degré, donc ce diamètre est une 
droite; si nous remplaçons a et ^ par x et y, nous aurons comme 
équation du diamètre 

Définition. La direction d'un diamètre et celle des cordes qu'il 
divise en deux parties égales sont dites conjuguées entre elles. 

Diamètres singuliers. Le raisonnement que nous venons de 
faire suppose que le milieu M de la corde AB est à distance 
finie, c'est-à-dire que la droite AB rencontre la courbe C en deux 
points A et B situés à distance finie. Gela ne peut avoir lieu que 
si le coefficient angulaire m de la direction OL est tel que le 
coefficient A -f- aBm + Cm* de x' dans l'équation (3) est différent 
de zéro. 

Nous allons maintenant examiner à part le cas particulier ou 
ce coeflicient serait nul, c'est-à-dire ou l'on aurait 

(/,) A-|-2Bm + Gm«=:o 

Nous subdivisons ce cas particulier en quatre autres : 

i'* La courbe C est du genre ellipse. 

Dans ce cas, comme nous le savons, on a B* — AC < o, les 
racines de l'équation (4) sont imaginaires, par conséquent dans 
ce cas, quelle que soit la direction OL considérée, le coefficient 
de x" dans l'équation (3) sera toujours différent de zéro, et ce 
que nous avons dit précédemment s'appliquera toujours. 
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a** La courbe C est du genre hypei*bole. 

Dans ce cas, comme nous le savons, on a B* — AC > o, les 

racines de Téquation (4) sont réelles et inégales ; soient m' et m' 

ces racines soit OL^, la droite passant par Torigine, qui a comme 

coefficient angulaire m'. 

Prenons maintenant dans le plan un point quelconque M et 

menons par ce point une parallèle 
ht AB à 0L| ; son équation sera 

y =^ m'x -\- n. 

Transportons comme précédem- 

ment les axes de coordonnées pa- 

^ rallèlement à eux-mêmes, en pre- 
nant pour nouvelle origine le point 
'"'''• ^- M (a, 6). 

Nous aurons comme précédemment pour équation aux x' des 
points d'intersection de la droite AB et de la courbe C, TéquaUon 

(5) (A + aBm' + Cm")x'' + [fa + m!hV + A«i ^) = *>• 
D'après l'hypothèse faite sur m', on a 

A + 2Bm' + Gm'* = o; 

cette équation a donc certainement une racine infinie. Pour 
savoir si elle peut admettre une seconde racine infinie, nous 
allons voir si le coefficient f'a+m'fl de x' peut devenir nul pour 
une certaine position de la nouvelle origine. Pour cela, considé- 
rons l'équation 

(6) n + rii^fy = ^\ 

si nous la développons, nous aurons l'équation 

(7) (A + Bm')x + (B + CmOy + D + Em' = o 

cette équation qui est du premier degré représente une droite. 
Puisque m' est une racine simple de l'équation (4), elle n'est pas 
racine de l'équation dérivée, par suite B + Cm' est différent de 
zéro. Donc dans l'équation (7) les coefficients de a? et de y ne 
sont pas nuls en même temps, par suite la droite représentée 
par l'équation (7) ou (6) est située à distance finie. 

Nous voyons alors que lorsque le point M n'est pas situé sur 
la droite (6), on a 
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par suite le coefficient de or' dans l'équation (5) est difTérent de 
zéro, c'est-à-dire qu'une seule des racines de cette équation est 
infinie ; par conséquent la droite AB menée par le point M paral- 
lèlement à OLp rencontre la courbe G en deux points, dont Tun 
est rejeté à l'infini. Le milieu de la corde AU est donc lui-même 
rejeté k l'infini et l'on ne peut plus, comme dans la première 
partie faire coïncider le point M avec le milieu de la corde. Nous 
ne pouvons donc plus appliquer ce qui a été dit dans cette pre- 
mière partie. 

Examinons cependant ce que représente l'équation 

que nous obtenons en donnant à m dans l'équation générale des 
diamètres la vedeur m'. Nous obtenons ainsi l'équation (6) consi- 
dérée précédemment. Nous avons vu que cette équation repré- 
sente une droite à distance finie. Lorsque le point M est situé sur 
cette droite, on a 

et alors l'équation (6) aux x' des points d'intersection de la 
droite AB et de la courbe G a ses deux racines infinies ; par suite 
cette droite rencontre la courbe en deux points rejetés à l'infini. 
Nous voyons donc que cette droite (6) est le lieu géométrique des 
points tels qu'en menant par ces points des parallèles à la direc- 
tion OLf, ces droites rencontrent la courbe en deux points 
rejetés à l'infini. 

Je dis maintenant que cette droite est aussi parallèle à la 
direction OL^, et que par suite toutes les parallèles précédentes 
se confondent avec celte droite; en effet, je remarque que l'on a 

A + 2Bm' + Cm'» = A + Bm' + ;w'(B + Cm') 

et comme m' est une racine de l'équation (;), on aura 

A + Bm' + m'(B + Cm') = o 

c'est-à-dire que 

A + Bm' _ , 

~"B + Cm'""''* 

mais — ^ ; ^ , c'est le coefficient angulaire de la droite (6), 
B -j- Cm' 
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donc cette droite (6) est parallèle à la direction considérée OL,. 

Nous allons montrer maintenant que cette droite (6) dont 
Téquation a la même forme que Téquation des diamètres peut 
être considérée comme un diamètre. 

Je remarque d'abord que les cordes parallèles à OL^ ayant 
leurs milieux rejetés à Tinfîni, la droite (6), qui leur est parallèle, 
peut être considérée comme contenant ces milieux. 

Je remarque de plus que la droite (6) rencontrant la courbe en 
deux points rejetés à Tinfîni, on peut considérer un quelconque 
de ses points comme le milieu d'une corde parallèle k OL,. 

Pour les deux raisons que nous venons d'indiquer, nous pou- 
vons considérer la droite (6) comme un diamètre. 

Nous disons que c'est un diamètre singyliei\ 

Nous disons également que la droite 

(8) n + fn"f; = o 

est aussi un diamètre singulier. Nous verrons plus loin que les 
droites (7) et (8) sont les deux asymptotes de l'hyperbole. 

Dans le cas particulier où l'on aurait pour un point M de la 
droite (6) 

f{a,b) = o 

l'équation (5) se réduirait à une identité; c'est-à-dire que dans 
ce cas tous les points de la parallèle à OL,, menée par le point M, 
et par conséquent tous les points de la droite (6) qui se confond 
avec cette parallèle, d'après ce que nous savons déjà, appartien- 
draient à la courbe G. La droite (6) fera dans ce cas partie de la 
courbe G, qui se compose alors des deux droites (6) et (8). 

Pour les mêmes raisons que précédemment, nous considére- 
rons encore les droites (6) et (8) comme des diamètres sin- 
guliers. 

3** La courbe est une parabole proprement dite. 

On a dans ce cas B' — AG = o; l'équation (4) admet la racine 
double 

B A 

^==-G = ~B 

soit OL, la droite menée par Torigine, qui a comme coeffi- 
cient angulaire m'. Prenons dans le plan un point quelcon- 
que M (a, b) et menons par ce point une parallèle AB à OL,. 
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Transportons les axes de coordonnées parallèlement à eux- 
mêmes, en prenant pour origine le point M. Nous aurons comme 
équation aux r' des points d'intersection de la droite et de la 
courbe 

(9) (A + aBm' + Gm'')a/' + [fa + m'/ÏJx' + f{a, 6) = o. 

Diaprés l'hypothèse faite sur m', le coefficient de x'* est nul, 
et cette équation a certainement une ra- yj 

cîne infinie. Examinons maintenant le 

coefficient de a:', nous avons en le déve- / ^^^"^^^^ 

loppant 

a[Aa + B6 + D + »i'(Ba + C* + E)] 

' Fig. 99. 

ou 

2[(A + Bwi')a + (B + Cw')ô + D + Em'], 
mais on a 

B A 

par suite on aura 

A + Bm' = o, B + Cm' = o. 

La parabole étant proprement dite, nous avons 

C^E 

par suite 

D + Em'-^o 

Nous voyons donc que le coefficient de x' a une valeur diffé- 
rente de zéro qui est indépendante de a et 6, c'est-à-dire de la 
position du point M. 

Par suite quelle que soit la droite parallèle' à OLj que nous 
considérions^ Téquation (9) n'a qu'une seule racine infinie; 
une des extrémités de la droite seulement est rejetée à l'infini ; 
il en est de même du milieu de cette corde ; nous ne pouvons 
donc pas appliquer ce qui a été dit dans la première partie. 

Examinons encore cependant dans le cas actuel ce que repré- 
sente l'équation générale des diamètres quand nous donnons 
à m la valeur particulière m', nous aurons 

Aa? + Bv + D + m'(Bar + Ct/ + E) = o 
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OU 

( A 4- Bm')aî + (B + Cw')y + D + Em' = o : 

comme nous Tavons fait remarquer précédemment, on a dans le 
cas actuel 

A + Bw' = o, B + Gm' = o, D + Em!^o, 

donc pour m=m\ Téquation générale des diamètres représente 
une droite rejetée à TinQni. 
Je dis que cette droite 

peut être considérée comme un diamètre; en effet les cordes 
parallèles à OL^ ayant leurs milieux rejetés à Tinfini, cette droite 
qui est elle-même rejetée à l'infini peut être considérée comme 
contenant ces milieux. 
Nous disons que cette droite est un diamètre singulier, 
'i** La courbe se compose de deux droites parallèles. 
On a dans ce cas B' — AG = o, comme dans le cas précédent; 

Téquation (^i) admet la racine double 

B A 

m= — ~ = — - 
G B 

p. '^ soit OLi, la droite de coefficient angulaire 

m', menée par Forigiue. Si nous menons 
par un point quelconque M (a, b) une parallèle AB à 0L|, et si 
nous prenons ensuite ce point comme nouvelle origine, nous au- 
rons toujours comme équation aux a/ des points d*intersection 
de la droite et de la courbe 

( lo) (A + 2Bm' + Gm'^)a:'^ + [/^ + m'^W + f[a,b) = o. 

Le coefficient de a'* est nul, je dis qu'il en est de même du 
coefficient de x\ en effet comme nous Tavons vu dans le cas 
précédent, nous pouvons mettre ce coefficient sous la forme 

2[(A + Bm> + (B + (M)b + D + Em'] 
on verra comme dans le cas précédent que Ton a 

A + B;n' = o, B + Gm' = o 
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mais nous savons que dans le cas de deux droites parallèles, on a 

B"~C""E 
par conséquent dans le cas actuel, on aura aussi 

D + Eto' = o 

c*est-à-dire que le coefficient de y! est nui aussi quel que soit le 
point M considéré. 

Il en résulte alors que toutes les droites parallèles à OL^ ren- 
contreront les deux droites parallèles en deux points rejetés à 
Tinfini. 

Si nous appliquons dans le cas actuel l'équation générale des 
diamètres, en donnant à m la vaJeur m', nous aurons en déve- 
loppant 

(il) (A-f Bm> + (B-f Cm')y-f D-f Em' = o 

Nous avons, d'après ce qui précède : 

A + Bm' = o B-fCm'=o D-fE»i' = o 

par suite l'équation (ii) est vérifiée par les coordonnées d'un 
point quelconque du plan. 11 devait en être ainsi, car une quel- 
conque des cordes parallèles à oL,, rencontrant les deux droites 
parallèles en deux points rejetés à l'infini, un point quelconque de 
la corde peut être considéré Comme le milieu de cette corde. Le 
diamètre qui correspond à cette direction de cordes est donc indé- 
terminé. 

Je dis que les deux droites parallèles sont parallèles à OL^ ; en 
effet, si nous prenons le point M sur une des droites, on aura 
alors 

/(a,6) = o 

par suite les trois coefficients de l'équation (lo) sont nuls; cette 
équation se réduit alors à une identité, c'est-à-dire que la paral- 
lèle à 0L|, menée par le point M, se confond avec la droite. 

Les deux droites peuvent être considérées comme des diamètres 
singuliers ; en efîet, un point quelconque d'une de ces droites 
peut être considéré comme le milieu d'une corde parallèle à 
OLj. 



238 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 



DISCUSSION DE L'ÉQUATION DES DIAMÈTRES. 

Nous avons trouvé comme équation générale des diamètres 
Téquation 

Nous allons maintenant chercher dans les différents cas com- 
ment sont' placées les droites représentées par cette équation. 

I® Loi coitrbe est une ellipse. 

L'équation (i) est celle d'une droite [qui passe par le point de 
rencontre des deux droites 

c'est-à-dire par le centre, donc : 

Théorème 2. 

Dans les lignes du genre ellipse tous les diamètres passent par le 
centre. 

Nous savons, d'après une discussion précédente, qu^, quel que 
soit m, dans les lignes du genre ellipse, J'équation (i) représente 
un diamètre. 

Or bi dans (i), m est tout à fait arbitraire, cette équation est 
l'équation générale des droites passant par le point de rencontre 
des droites (a) et (3), c'est-à-dire par le centre, par suite : 

Théorè«i« 8- 

Dans les lignes du genre ellipse toute droite passant par le centre 
est un diamètre. 

a® La courbe est du genre hyperbole. 

En admettant les diamètres singuliers, nous pourrons dans ce 
deuxième cas énoncer, comme dans le premier, les deux théo- 
rèmes suivants : 

Théorène 4. 

Dans les lignes du genre hyperbole tous les diamètres passent par 
le centre. 
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Théorème 6. 



Dans les lignes du genre hypev'bole toute droite passant par le 
centre est un diamètre. 

3^ La courbe est une parabole proprement dite. 

Nous savons que dans ce cas les deux droites (2) et (3) sont 

parallèles, alors nous pourrons toujours déterminer X et f& de telle 

sorte que Ton ait 

Nous pourrons par suite, dans le cas de la parabole propre- 
ment dite, mettre Téquation des diamètres sous la forme 

Cl) ('+wiX)/:; + mHi = o. 

Cette équation représente une parallèle à la droite (2), nous 
dirons donc : 

Vhéorème 6. 

Dans une parabole proprement dite toits les diamètres sont paral- 
lèles entre eux. 

Les diamètres étant parallèles aux deux droites du centre 

B A 
dont les coefficients angulaires sont — -et — - , si nous désignons 

G fi 

par m' le coefficient angulaire de la direction des diamètres nous 
aurons 

B A 

m' = — t; = — ^• 
C B 

Si nous admettons coijime diamètre singulier la droite rejetée 
h Tinfini que nous avons obtenue en attribuant à m dans 
l'équation (i) la valeur 

,__B__A 
^ "~ G~ B 

nous pourrons dire que quelle que soit m, Téquatîon (4) repré- 
sentera un diamètre. Or, si dans (4) m est tout à fait arbitraire, 
cette équation est l'équation générale des droites parallèles à. la 
droite fl = o, c'est-à-dire parallèles aux droites du centre, nous 
pourrons dire alors : 
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Théorène V. 

Dans une parabole proprement dite, toute (bmte parallèle aux 
droites du centre est un diamètre. 

V* La courbe se compose de deux droites parallèles. 
Nous savons que dans ce cas les droites (a) et (3) se confondent, 
alors on peut toujours déterminer X de telle sorte que Ton ait : 

Nous pourrons donc mettre l'équation des diamètres sous la 
forme 

(.+mxy;=o 

c'est-à-dire que : 

Tkévrème 8. 

Dans une courbe du second degré composée de deux droites 
parallèles, tous les diamètres se confondent avec la droite des 
centres. 

EQUATION DU DIAMÈTRE QUI PARTAGE EN DEUX PARTIES ÉGALES LES 

CORDES PARALLÈLES A l'aXE DES X. 

Nous avons dans ce cas m = o. Si nous faisons alors m =o 
dans Téquation générale des diamètres, nous aurons pour Téqua- 
tion cherchée : 

/:=o. 

ÉQUATION DU DIAMÈTRE QUI PARTAGE EN DEUX PARTIES ÉGALES LES 

CORDES PARALLÈLES A L'aXE DBS y. 

Nous avons dans ce cas m = oo . Si nous faisons m = oo , dans 
Téquation générale des diamètres nous aurons pour l'équation du 
diamètre : 

RELATION ENTRE LE COEFFICIENT ANGULAIRE D*UN DIAMÈTRE ET CELUI 
DES CORDES Qu'lL PARTAGE EN DEUX PARTIES EGALES. 

Si nous représentons par m le coefficient angulaire des cordes, 
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nous aurons pour Téquation du diamètre 

/:-}-7«/';=o 

ou 

AX'\'By + B + m{Bx + Cy + E)=zo 

Si nous désignons par m' le eoeflicient angulaire de ce dia- 
mètre, nous aurons 

A + Bm 



m — — 



G + Gwi 



Telle est la relation cherchée. On la met souvent sous la 
forme 

Cmm^ -j- B(m -[- w') + A = o. 

Définitions. Nous avons déjà dit que la direction d'un diamètre 
et celle des cordes qu'il partage en deux parties égales sont con- 
juguées. 

D'une façon plus générale nous disons que deux droites ont 
leurs directions conjuguées lorsque les coefficients angulaires de 
ces deux droites vérifient la relation précédente. 

DIAMETRES CONJUGUÉS. 

DÉFINITION. On dit que deux diamètres sont conjugués lorsque 
chacun d'eux, partage en deux parties égales les cordes parallèles 
à r autre. 

Les diamètres de la parabole étant tous parallèles entre eux, 
nous n'avons pas de diamètres conjugués dans les courbes de ce 
genre. 

Je dis maintenant que dans les courbes du genre ellipse ou du 
genre hyperbole, un diamètre quelconque a un conjugué. 

Soit 

un diamètre quelconque d'une ligne du genre ellipse ou du genre 
hyperbole. 

Si nous désignons par m* son coefficient angulaire, nous avons 
entre m et w! la relation 

(a) Qmm! + B( w + m') + A = o . 

InBBR et Weill. 16 
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Considérons maintenant le diamètre de coefficient angulaire m, 
et désignons par m\ le coefficient angulaire des cordes conju- 
guées, nous avons entre m et m\ la relation 

1 3) Cm//*; + B(m + mj) + A = o. 

Les deux relations a) et (3) en m! et mj, sont identiques, par 
suite m\ = m!. 
Le diamètre (i) a donc un conjugué. 

RELATION ENTRE LES COEFFICIENTS ANGULAIRES DE DEUX DIAMÈTRES 

CONJUGUÉS. 

11 résulte de ce qui précède que si nous désignons par tn et m! 
les coefficients angulaires de deux diamètres conjugués, nous au- 
rons la relation 

Cmm' -f B(m + m') -f A = o. 

RECHERCHE DES DIAMÈTRES DANS LES COURBES 
ALGÉBRIQUES DUN DEGRÉ QUELCONQUE. 

Nous avons démontré que, dc(,ns les courbes du second degré, 
les diamètres sont toujours des lignes droites. Dans une courbe 
algébrique d'un degré supérieur au second, il n*en est pas ainsi 
en général. 

Cherchons le degré des diamètres d'une courbe de degré m. 
Coupons cette courbe par une droite parallèle k la direction don- 
née pour les cordes ; cette droite la rencontrera, en général, en 
m points. Si nous combinons ces m points deux à deux, nous dé- 

. . m(m— » j . 

termmons amsi segments ou cordes; si nous prenons 

les milieux de ces différentes cordes, nous aurons les points où la 
droite considérée rencontre le diamètre. Comme nous avons 

— points milieux, nous voyons qu'en général le diamètre 

est coupé par les droites parallèles à la direction considérée en 

— ' ^ points, par conséquent, en général, les diamètres d une 

j , ,tn(m — i) 
courbe de degré m sont du degré 
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Proposons-nous maintenant de trouver Téquation de ces dia- 
mètres. 
Soit 

(i) f{^>y)=o 

réquation de la courbe. Si X est le coefficient angulaire de la di- 
rection considérée pour les cordes, Téquation d'une droite paral- 
lèle à cette direction sera 

(a) y = lx + p 

Soit AB un quelconque des segments déterminés sur la droite 
(2). Transportons les axes de coordonnées parallèlement à eux- 
mêmes, en prenant comme origine, le milieu Mj(a,£) du seg- 
ment. Les formules de transformation sont 

y = b + t/. 

Nous aurons comme équations de la droite et de la courbe 

(3) t/==Xar' 

(4) /(a + a/,Ô4-t/) = o. 

Si nous formons l'équation aux x' des points de rencontre de 
la droite et de la courbe, nous avons 

(5) /];a-|-ar',^-|-Xx') = o 

en séparant les termes renfermant a/ à une puissance paire de 
ceux qui renferment cette lettre à une puissance impaire et en 
mettant dans ces derniers af en facteur, nous pourrons mettre 
notre équation sous la forme 

(6) (p,(a,6,a?'«) + ap'9^a,6,x'») = o. 

Si nous appelons a:'j l'abscisse du point B, — sf^ est celle du 
point A, ar'j et — ar', étant alors racine de (6), nous aurons en 
même temps 

yj(a, 6, x[^) + x;(pj(a, b, x[^) = o 

<p,(a, *, x[^)^x[ff^{a, b, x[^) = o 
ce qui exige que l'on ait en même temps 

(7) f,{a,b,x[^) = o 

(8) 9j(a, 6, x[^) = o 
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en éliminant af^ entre ces équations, nous aurons Téquation 

P{a,é) = o 

relation entre les coordonnées (a, b) du milieu M, du segment AB. 
Or AB est unquelconque des segments correspondant à la droite 
considérée qui est une quelconque des droites parallèles à la di- 
rection donnée, par conséquent cette équation est celle du dia- 
mètre cherché. En remplaçant a et 6 par x ei y nous aurons 
comme équation du diamètre : 

F(x,y)=o. 

Prenons un exemple ; supposons que Téquation de la courbe 
soit 

y=::x\ 

Les équations (3) et (4) sont ici 

y' — lx' 

Nous aurons pour Téquation (5) 

et comme équation (6) 

(6) 3aa:'» + a^» — è -}- a?' [or" + 3a« — X] = o. 

Les équations (7) et (8) seront alors 

3aa:î*-f-a' — 6 = 
x;«4-3a» — X = o 

en éliminant x\^ entre ces deux équations nous aurons comme 
équation du diamètre 

3a(X — 3a«) + a» — ^ = 
ou 

80» — 3aX-f 6 = 

et en remplaçant a et & par x et y, 

8a?' — 3Xx-[-y = o« 



i 



AXES 



D'une façon générale on appelle axe d'une courbe une droite 
qui partage cette courbe en deux parties symétriques. 

Comme dans les courbes du second degré un diamètre est tou- 
jours une droite, quelle que soit la direction considérée pour la 
corde, il en résulte que les axes d'une courbe du second degré 
sont les diamètres qui sont perpendiculaires aux cordes qu'ils 
partagent en deux parties égales. 

Les directions des cordes qui correspondent aux axes sont dé- 
signées sous le nom de directions principales. 

Quand on connaît le coefïicient angulaire d'une direction de 
cordes, on peut déterminer l'équation du diamètre correspon- 
dant; par conséquent nous voyons que pour déterminer les axes 
d'une courbe du second degré, nous chercherons d'abord les coef- 
ficients angulaires des directions principales. 

Dans tout ce qui suit nous supposerons que les axes des coor- 
données sont rectangulaires. 

Dans les courbes du genre ellipse et du genre hyperbole il y a 
deux directions principales, qui sont perpendiculaires entre elles. 

Si nous désignons par m le coefficient angulaire d'une direc- 
tion de cordes et par m' le coefficient angulaire du diamètre cor- 
respondant, nous savons que l'on a entre m et m' la relation 

(i) B(m-|-m') + Cwm'-|-A = o 

Si la direction considérée est une direction principale, nous au- 
rons 

(2) ï + mm' = o 

Si, entre (i) et (2) nous éliminons m\ nous aurons l'équation 

(3) Bm' + (A — C)m — B — o 
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qui nous donnera les coefficients angulaires des directions princi- 
pales. 

Nous voyons que les racines de cette équation sont réelles et 
que leur produit est égal à — i ; par conséquent il y a deux 
directions principales et ces directions sont perpendiculaires 
entre elles. 

Remarque. Pour qu'il y ait plus de deux directions principales, 
il faut que Téquation (3) admette plus de deux solutions. 
Gomme elle est du second degré, nous savons que dans ce cas 
elle sera vérifiée quel que soit m, elle se réduira à une identité. 
Pour qu'il y ait plus de deux directions principales, il faut donc 
que Ton ait 

B = o A — C = o 

Nous savons que dans ce cas Téquation du second degré re- 
présente une circonférence. 

Théorème 2, 

Dans les lignes du genre parabole il y a une seule direction prin- 
cipale. 

En effet, dans les lignes du genre parabole, les diamètres sont 
parallèles, par conséquent il ne peut y avoir qu'une seule di- 
rection principale qui est perpendiculaire à la direction des dia- 
mètres. 

Vliéorème 8. 

Dans les lignes du genre ellipse et du genre hyperbole il y a deux 
axes de symétrie qui sont perpendiculaires entre eux et qui consti- 
tuent un système de diamètres conjugués. 

D'après le théorème i, nous savons que dans les lignes du 
genre ellipse et du genre hyperbole, il y a deux directions prin- 
cipales, par conséquent il y a dans ce cas deux axes de symé- 
trie. Un axe de symétrie étant perpendiculaire sur les cordes qui 
lui correspondent, et dans le cas actuel les deux directions prin- 
cipales étant perpendiculaires entre elles, il en résulte quun des 
axes est parallèle aux cordes que l'autre partage en deux parties 
égales. Par conséquent les deux axes sont perpendiculaires entre 
eux et constituent un système de diamètres conjugués. 
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Il résulte de ce que nous venons de dire que Téquation (3) qui 
donne las coefficients angulaires des directions principales, donne 
aussi les coefficients angulaires des axes. 

Remarque. D'après la remarque du théorème i, il y aura dans 
la circonférence une infinité d'axes de symétrie. 



ÉQUATION DES PARALLÈLES AUX AXES MENÉES PAR L'oRIGINE. 

D'après ce que nous savons sur les équations homogènes, cette 
équation est 

(4) Bx* - - (A — C)xy — By« = o. 



ÉQUATION QUADRATIQUE DES AXES d'uNE LIGNE DU GENRE ELLIPSE 

ou DU GENRE HYPERBOLE. 

Si nous représentons par m' et m" les coefficients angulaires 
des deux directions principales, nous aurons comme équation des 
axes : 

(5) /:+'»'^=«' w n+mry=o 

Nous aurons par suite pour l'équation quadratique des axes 

(7) (T.+w'Xx/ï +»»'/:)=« 

oa 

Puisque m* et m" sont les racines de Téquation (3), nous avons 

A n 

B 

en remplaçant dans l'équation (8) nous aurons définitivement, 
comme équation quadratique des axes 

(9) B/;«-(A-G)/:^,-B/;' = o. 



Théorème 4. 



Dans une parabole proprement dite, il existe un seul axe de 
symétrie qui est parallèle à la direction des diamètres. 
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C'est une conséquence immédiate du théorème (a). 
Nous savons que nous avons pour le coefficient angulaire de la 
direction des diamètres 



C"" B 






Nous aurons par suite pour le cofficient angulaire de la direc- 
tion principale 

C B 

'" = B = A 

Nous aurons pour l'équation de l'axe d'une parabole propre- 
ment dite 

ou 

A/:+B/;=«. 

Théorème 5. 

Dans un système de deux droites parallèles^ il existe un seul axe 
de symétrie qui est la droite suivant laquelle tous les diamètres se 
confondent. 

Nous avons démontré que dans le cas d'un système de deux 
droites parallèles, tous les diamètres se confondent suivant une 
droite parallèle aux deux lignes considérées et équidistante de 
ces deux droites ; il en est ainsi, en particulier, pour Taxe, c'est- 
dire pour le diamètre qui partage en deux parties égales les 
cordes perpendiculaires aux deux droites. 

Remarque. — Dans tout ce qui précède nous avons supposé les 
axes de coordonnées rectangulaires. Si on suppose maintenant 
les axes de coordonnées tout èi fait quelconques, en raisonnant 
d*une façon analogue, on verra : i^ que l'équation qui donne les 
coefficients angulaires des directions principales est 

(B — Ccos6)m* + (A — G)m + AcosÔ— B = o 

pour les lignes du genre ellipse et du genre hyperbole. On aura 
alors comme équation des parallèles aux axes menées par l'ori- 
gine : 

(B — C cos 0)y » + ( A — C)xy + (A cos 6 — B)x* = o. 



t' 
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On aura comme équation quadratique des axes 

(B - C cos e)/;« - (A - C)nr, + (A C08 6 - B)/ï' = o ; 

a® On verra aussi que dans le cas du genre parabole, le coeffi- 

A B 

oient angulaire de Taxe étant — -ou — , Téquation qui donnera 

Mi G 

le coefficient angulaire des cordes principales est 



I 



+ (m — -jcosô — în- = o ou « + ( »w — -jcosô — m — = o. 



On aura alors comme équation de Taxe de la parabole 

(B — Ccose)/; + (C — Bcos6)/J=:o 
ou 

(Bcose — A)/;; + (Acosô — B)/J=:o. 

Sommets. — On appelle sommets d*une courbe du second degré 
les points où les axes de symétrie de cette courbe la ren- 
contrent. 

Lieux de sommets. — Si une équation du second degré 

renferme un paramétre variable >, d'après la définition même des 
sommets, nous obtiendrons Téquation du lieu des sommets de 
toutes les lignes représentées par Téquation (lo), en éliminant le 
paramètre variable \ entre Téquation (lo) et Téquation quadra- 
tique des axes (9). Il arrive dans un grand nombre de cas qu il y 
a un certain lieu pour les sommets qui correspondent à Tun des 
axes, et un lieu différent pour les sommets qui correspondent à 
l'autre axe. L'équation que nous obtenons en éliminant X entre 
les équations (9) et (10) nous donne ces deux lieux ; mais dans un 
grand nombre de cas ils seront difficiles h séparer, par suite de 
la difficulté que l'on éprouvera à décomposer le premier mem- 
bre de l'équation en un produit de deux facteurs. 

Cette circonstance se présentera dans le cas particulier où les 
équations des deux axes seront rationnelles par rapport au pa- 
ramétre variable. 

Pour éviter la difficulté dont nous venons de parler, on devra 
donc former les équations (5) et (6) des deux axes, et dans le cas 
particulier où ces équations seront rationnelles par rapport au 
paramètre variable, on déterminera séparément les deux lieux de 
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sommets en éliminant d'abord X entre les équations (lo) et (5), puis 
ensuite entre les équations (lo) et (6). 

Prenons un exemple : 

Soit à trouver le lieu des sommets des Jiyperboles représentées 
par Téquation 

(.) (ar_X)(y-,)+X=o, 

dans laquelle X est un paramètre variable. 

Le centre de Tune de ces coniques est donné par les équa- 
tions : 

ar = X y=ï' 



Les deux axes ont pour équations (les coordonnées étant rec- 
tangulaires), 



(3) 



y — I =jc —X 

y-i= — (x — X). 



Pour avoir le lieu des sommets, il faut éliminer X entre les 
équations (i) et (a), puis entre les équations (i) et (3). 




Fig. loi. 

Le résultat de l'élimination est 

(y— 0'+^— y+'=" 
(y— 0*+y+ip— '="• 

La première des courbes représentées par ces équations est 
une parabole qui passe par le point k de coordonnées x == o, 



AXES. 251 

y=z\, et qui admet, pour tangente en ce pointj la droite AB éga- 
lement inclinée sur les axes, et pour diamètre au point A, la droite 
y = I ; cette parabole rencontre les axes aux points E,G, de coor- 
données (— a) et (+ a). 

La deuxième courbe est encore une par8d>ole passant par A et G 
et placée d'une manière analogue à la précédente; les deux para- 
boleis ont au point A le même diamètre et se coupent seulement 
en A et G. 

Les sommets situés sur la première parabole sont à Tintersec- 
lion de la courbe 

et de Taxe 

y— i=ap — X, 

les abscisses des points de rencontre sont données par Téqua- 

tion 

(x— X)«4-X = o, 

Cette équation a ses racines réelles si X est négatif; donc les 
sommets seront réels si X est négatif, c'est-à-dire si les coordon- 
nées de ces sommets vérifient l'inégalité 

Or cette inégalité est vérifiée par tous les points de la parabole 
EAG. Donc, si par un point quelconque du segment de droite AK 
on mène une droite également inclinée sur les axes, cette droite 
sera un axe réel des hyperboles considérées. 

On verrait de même qu'à des valeurs positives de X corres- 
pondent des sommets réels situés sur la deuxième parabole. 

En résumé, quand le centre de l'hyperbole se meut de K vers 
A, Taxe parallèle à la première bissectrice des axes coordonnés est 
réel et les sommets correspondants sont sur la première para- 
bole ; quand le centre se meut de A vers L, c'est l'axe parallèle à 
la deuxième bissectrice qui devient réel, et les sommets corres- 
pondants sont sur la deuxième parabole. 

Nous allons maintenant démontrer les théorèmes suivants qui 
conviennent non seulement aux courbes du second degré, mais 
aussi à d'autres courbes. 

Théorème 6. 

Les axes de coordonnées étant rectangulaires, pour que Vaxe 
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des X soit un axe de symétne de la courbe représentée par Véqua- 
tion 

f[x,y)=o 

il faut et il suffit que les deux équations 
admettent les mêmes solutions. 



Démontrons d*abord que la condition est nécessaire. Soit M un 
point delà courbe, x,y ses coordonnées; puisque Taxe des x est 
un axe de symétrie, si nous déterminons le symétrique M' de M 
par rapport à ox, ce sera aussi un point de la courbe, et alors 

comme ses coordonnées a?i — yi vérifient 
Téquation de la courbe, nous voyons que 
la condition est nécessaire. 
Démontrons maintenant que la condition 
-j^ est suffisante. Nous voyons en efiTet que si 
elle est satisfaite, et si le point M {x,y) est 
un point de la courbe, le point M' (.r, — y) 
qui est symétrique du premier par rapport 
à Taxe des x, sera aussi un point de la courbe. 
On démontrera de la même façon le théorème suivant : 



M 



Fjg. loa. 



Théorème 9. 

Les axes de coordonnées étant i^ectangulaires, pour que Vaxe 
des y soit un axe de symétrie de la courbe représentée par t équa- 
tion 

Aar, y)z=o 

il faut et il suffit que les deux équations 

/•(x,y) = o, f{—x,y) = iy 
admettent les mêmes solutions. 



Si la courbe considérée est algébrique, nous pourrons énoncer 
les deux théorèmes précédents, de la manière suivante : 
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ThéorèHie 8. 



Les axes de coordonnées étant rectangulaires^ pour que Vaxe des 
X soit un axe de symétrie d'une courbe algébrique^ il faut et il 
suffit que Inéquation de la courbe ^ mise sous forme entière ^ ne l'en- 
ferme que des puissances paires de y. 



Théorème 9. 

Les axes de coordonnées étant rectangulaires, pour que Vaxe des 
y soit un axe de symétine d'une courbe algébrique, il faut et il 
suffit que V équation de la courbe mise sous foime entière ne con- 
tienne que des puissances paires de x. 

Tliéorème lO. 

Pour que la bissectince du premier angle des axes de coordon- 
nées soit un axe de symétne d'une courbe, il faut et il suffit que 
Véquation de la courbe ne change pas quand on y remplace x par 
y et y par\. 

Démontrons d'abord que la condition est nécessaire. Si nous 
considérons un point M de la courbe, 
de coordonnées x =ix^, y =^y^ et 
si nous déterminons son symétrique 
M' par rapport à la bissectrice OL, 
il résulte de la symétrie de la figure, 
par rapport à OL, que les coordon- 
nées des points M' seront ar = y, et y 
= x^; mais par hypothèse le point 
M' est un point de la courbe, et ses 
coordonnées doivent vérifier Téqualion de la courbe: la condition 
est donc nécessaire. 

Je dis maintenant que la condition est suffisante. En efTet, si 
elle est satisfaite, le point M de coordonnées x = â?j, y = t/i étant 
un point de la courbe ; le point M' de coordonnée x = y^, y = x^ 
sera aussi un point de la courbe; mais ce point M' est symé- 
trique de M par rapport à la bissectrice OL; la condition est donc 
suffisante. 
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Kn raisonnant de la même façon on démontrera le théorème 
suivant : 

Théorème 11. 

Pour que la bissectrice du second angle des axes de coordonnées 
soit un axe de symétrie d'une courbe^ il faut et il suffit que Véqua- 
tion de la courbe ne change pas quand on y remplace x par — y 
et y par — x. 



^ 
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DÉFINITION. — On dit qu'un point M d'une courbe AB est un 
point simple lorsqu'une droite quelconque passant par ce point 
rencontre la courbe en un seul point confondu avec M. 

Pour le moment nous considérons seulement les courbes 
n'ayant que des points simples. 

Définition. — La tangente en un 
point M d'une courbe AB est la posi- 
tion limite MT qtie prend une sécante 
MS passant par ce point lorsque cette 
sécante tournant d'une manière con- 
tinue autour du point M, un second 
point au moins dintersection de la droite et de la courbe est venu 
se confondre avec le point M. 




Fig. \ù\. 



^ 



Théorème. 

Le coefficient angulaire de la tangente MT en un point quelconque 
M (x,y) dune courbe AB, est la 
dérwée de [ordonnée y cônsidé- 
\*ée comme une fonction de f abs- 
cisse X, définie par l'équation de 
la courbe. 

Considérons sur la courbe AB 

un point M' très voisin du point 

M, soient ar + Ax, y + Ay, les coordonnées de ce point M'. Joignons 

les deux points M et M' par une droite ; le coefficient angulaire 

Av 
de la sécante MS ainsi obtenue est égal à -7-^ Si nous faisons 

Aar 

tourner cette sécante autour du point M, d'une manière continue, 
jusqu'à ce que le point M' vienne se confondre avec le point M, 
nous aurons pour le coefficient angulaire de la tangente MT posi- 
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lion limite de la sécante MS la limite du rapport -r^. Quand M 

tend à venir se confondre avec M les accroissements Ay et Ax 

Ay 
tendent simultanément vers zéro, et leur rapport -r-^ tend vers 

■^ Aa? 

une limite qui est la dérivée de y considérée comme une fonction 
de X définie par Téquation de la courbe. 



ÉQUATION DE LA TANGENTE MT EN UN POINT QUELCONQUE M (x, y) 

D^UNE COURBE. 

Nous savons d'après le théorème précédent que le coefficient 
angulaire de la tangente MT au point M est y\ nous avirons alors 
comme équation de cette tangente 

(.) Y-y=y'{X-x). 

Si Téquation de la courbe est résolue par y, c'est-à-dire si elle 
est de la forme 

nous aurons y' =z /"' (x) et nous aurons comme équation de la 
tangente 

(.) x^y = r{x){\^xy 

Si l'équation de la courbe n'est pas résolue par rapport ày, c'est- 
à-dire si elle est de la forme 

fxx,y) = o 

r 

nous avons y' = — -f et nous aurons alors comme équation de 

fv 
la tangente 

(3) Y-y — ^(X-x) 

ou 

(î) (x-x)/:+(Y-.v)/-;=o 

« 

ou 
(5) x/: + Y/;-(a;/;; + y/-^) = o. 

Lorsque la courbe est algébrique et que son équation est mise 
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SOUS forme entière, nous pouvons rendre homogène la fonction 
f{x,y) en multipliant ses différents termes par une puissance con- 
venable de z et alors en appliquant à la fonction homogène 
f{x,y,z) ainsi obtenue, le théorème d^Euler, nous aurons Tidentité 

(^) ar/*; + y/; -j- 2/^ = mf{x, y, z) 

m désîjgnant le degré de Téquation de la courbe. Supposons 
maintenant que nous considérions comme valeurs de a? et de y les 
coordonnées du point de contact^ et supposons que nous prenions 
pour z la valeur i , nous aurons Tidentité 

/l3r,y,2) = o 
et par suite nous aurons d'après Tidentité (6) 

^/'i+y/*;+2/;'=o 

d'où nous tirons 

et alors en supposant Z=z=i, nous pourrons mettre Féquation 
de la tangente sous la forme 

(7) x/:+Y/;+z/;=.«. 

APPLICATIONS. 

Soient les courbes 

y = 4ar^ — 7X* — 5, y^sina:. 

Nous aurons comme équations des tangentes en un point quel- 
conque de ces courbes 

Y — y = (iax*— i4x)(X — a:) 
Y — y=:cosar(X — x). 

Considérons maintenant la courbe représentée par l'équation 
(8) 4j?* — 7a:'y* — 3x -(- 6y — i = o. 

Nous pourrons, d'après ce qui précède, mettre Téquation de la 
tangente en un point quelconque de cette courbe sous l'une des 
formes suivantes 

Y— y= ' y X— j 

* _,4x»y + 6 ^ ' 

Ihbbr et Wbill. 11 



2o8 
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OU 



OU 



{X-xXito»^i4xy*--3) + (Y~y)(-i4x^y + 6) = o 



X(i6x»— i4ary' — 3)+Y(— i4x«y + 6) — [ar(i6a?» — i4xy* — 3) 

+ y(— 1 4x^ + 6)] = o. 

si nous rendons homogène le premier membre de Téquation (8), 
nous avons la fonction 

Nous savons alors d*après ce qui précède que nous pourrons 
mettre Téquation de la tangente sous la forme 

X(i6a:»— i4ary« — 3z') + Y(— 1 4x*y + 62') 4- Z(—9JC2* + iSys* 

— 4ï') = o 



ou 



X(i6a7'— i4xy*— 3) + y(— i4a?*y + 6)--9ar+i8y — 4=o 



puisque Z et z ont la valeur i . 

Définition. — Considérons une courbe AB et un point P pris en 
dehors de la courbe. Menons par le point P une* sécante PS, et 

faisons tourner cette 

droite d'une manière 

continue autour du 

point P, jusqu'à ce que 

deux au moins des 

points d'intersection 

de la droite et de la 

*^' '° ' courbe viennent se 

confondre en un seul M ; la droite PT, position limite de la sécante 

PS, est une des tangentes menées à la courbe AB par le point P. 

Nous allons maintenant résoudre le problème suivant : 




Problème. 

Mener à une courbe donnée AB, représentée par V équation 

(î) f[^.y)=o 

une tangente, par un point donné P (a, p). 
Si nous désignons par x, y les coordonnées du point de contact 
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d'une quelconque des tangentes menées de P à la courbe AB, 
nous aurons comme équation de la tangente en ce point 

(a) (X-x)/: + (Y-y)/; = o. 

Pour résoudre le problème proposé, il nous faut donc déter- 
miner les coordonnées des points de contact de différentes tan- 
gentes menées de P à la courbe ÂB. Je remarque que toutes les 
tangentes considérées devant passer par le point P, Téquation (a) 
de Tune quelconque de ces tangentes devra être satisfaite par les 
coordonnées de ce point P. Si nous l'écrivons nous obtenons 
ainsi l'équation 

(3) («_xy;4.(p_y)/;;=o 

qui sera vérifiée par les coordonnées x, y du point de contact d'une 
quelconque des tangentes considérées, et comme ces coordonnées 
doivent vérifier également l'équation (i) de la courbe, il en résulte 
que pour déterminer les coordonnées des points de contact des 
différentes tangentes menées de P à la courbe AB, il nous faut 
résoudre le système {%) et (3). Si la courbe considérée est cdgé- 
brique, nous pouvons mettre l'équation de la tangente en un 
point (x,y) sous la forme 

W x/-;+Y/;+i/;=o. 

L'équation (3) prendra alors la forme 

(3)' 'n+pry+tn=o 

Y et z ayant la valeur i . 

Si l'équation (i) est du degré m, TéquaUon (3)' sera du degré 
{m — ï);le nombre des solutions du système (i), (3)'estm(m — i), 
nous pourrons alors énoncer le théorème suivant : 

Théorème. 

Par un point P pi^is dans le plan cTune courbe algébrique de 
degré m, on peut mener à cette courbe j m(m — i) tangentes, réelles 
Ou imaginaires y distinctes ou confondues . 

Courbes des contacts. Si dans l'équation (3) nous considérons 
ar et y comme des coordonnées courantes, cette équation repré- 
sentera une courbe qui passera par les points de contact des 
tangentes considérées. Pour cette raison on donne à cette courbe 
le nom de courbe des contacts. Dans le cas d'une courbe algébrique, 
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nous pourrons prendre comme courbe des contacts la courbe 
représentée par Téquation (3)'. 



ÉQUATION QUI REPRÉSENTE TOUTES LES TANGENTES MENÉES A LA 

COURBE AB PAR LE POINT P. 

Les tangentes menées de P à la courbe AB passant par les 
points de rencontre de cette courbe AB. avec la courbe des con- 
tacts, nous obtiendrons l'équation cherchée, en déterminant 
Téquation qui représente le faisceau des droites joignant le point 
P aux points de rencontre des courbes (i) et (3). 

Dans le cas des courbes algébriques, nous pourrons substituer 
à la courbe (3) la courbe (3)' 

Remarque. Si Téquation (i) renferme un paramètre variable > 
c'est-à-dire si elle est de la forme 

elle représente une inûnité de courbes ; on obtiendra alors Téqua- 
tion du lieu géométrique des points de contact des tangentes 
menées à ces courbes par le point P, en éliminant le paramètre 

variable X, entre Téquation (4) et Téquation 

• • 

(5) (« - o^n^, y , X) + (P - y)f-{x, y , X) = «, 

qui représente le faisceau des courbes de contact. 

Dans le cas des courbes algébriques, nous substituons à l'équa- 
tion (5) l'équation 

DÉFINITION. Coupons la courbe AB par une sécante S parallèle à 

une droite donnée L, et déplaçons 
cette sécante d'une façon continue 
de telle sorte que dans son mou- 
vement elle reste constamment 
parallèle à L, lorsque deux au 
moins des points d'intersection de 
la sécante et de AB viennent se 
confondre, la droite T position /t- 
mite de la sécante S est alors une 
des tangentes menées à la courbe AB pay^allèlement à la direction L. 
Nous allons maintenant résoudre le problème suivant : 
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Problème. 

Mener à une courbe donnée AB, représentée par téquation 

(i) /T[ar,y) = o 

une tangente parallèle à une direction donnée. 

Si nous désignons par x et y les coordonnées du point de con- 
tact d'une quelconque des tangentes, menées à AB parallèlement 
à la direction donnée, nous aurons comme équation de la tan- 
gente en ce point : 

(a) (x_x)/-; + (Y-y)/;=o. 

Pour résoudre le problème proposé, il nous faut donc déter- 
miner les coordonnées des points de contact des différentes tan- 
gentes, menées àAB parallèlement à la direction donnée. Je 
remarque que si m est le coefficient angulaire de la direction 
donnée, toutes les tangentes considérées étant parallèles à cette 
direction le coefficient angulaire de Fune quelconque d'entre elles 
doit être égal à m; si nous l'écrivons nous obtenons l'équation 

r 

lu 

ou 

qui sera vérifiée par les coordonnées x, y du point de contact 
d'une quelconque des tangentes répondant à la question; comme 
ces coordonnées doivent également vérifier l'équation (i) de la 
courbe AB, il en résulte que pour obtenir les coordonnées des 
points de contact des différentes tangentes menées à AB paral- 
lèlement à la direction donnée L, il faut résoudre le système des 
équations (i) et (3). 

Si la courbe (i) est du degré p, l'équation (3) est du degré 
p — I, le nombre de solutions du système (i), (3) est p{p — i), nous 
pouvons alors énoncer le théorème suivant : 

Tkéorème. 

Le nombre des tangentes réelles ou imaginaires, distinctes ou 
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confondues que Von peut mènera une courbe algébrique de degré p, 
parallèlement à une direction donnée^ est égal d p (p — i). 

Courbes des contacts. Si dans Féquation (3) nous considérons 
X et y comme des coordonnées courantes, il résulte de la façon 
même dont cette équation a été obtenue, que la courbe qu'elle 
représente passe par les points de contact des tangentes répon- 
dant h la question. 

Pour cette raison on donne à cette courbe le nom de courbe des 
contacts. 

Remarque. Lorsque Féquation (i) renferme un paramétre varia- 
ble X, c'est-à-dire lorsqu'elle est de la forme 

(4) f{x,y,l)=o 

elle représente alors un faisceau de courbes, on obtiendra l'équation 
du lieu géométrique des points de contact des tangentes menées 
à toutes les courbes du faisceau parallèlement à la direction 
donnée, en éliminant le paramétre variable X, entre l'équation (4) 
et l'équation 

qui représente le faisceau des courbes de contact. 

Problème. 

Déterminer F équation d* une tangente en fonction de son coefficient 
angulaire. 

Soit m le coefficient angulaire d'une direction donnée, l'équa- 
tion d'une quelconque des tangentes menées à la courbe (i) paral- 
lèlement à cette direction aura la forme 

(6) y=-mX'\-n. 

Pour résoudre le problème proposé il faut déterminer n en 
fonction de m. Pour cela formons Téquation aux abscisses des 
points d'intersection de la droite (6) et de la courbe (i), nous 
avons 

(7) f[x,mx-\-n) = o. 

Exprimons maintenant que la droite (6) est une tangente ; cette 
équation (7) a une racine double, nous aurons ainsi une équation 
de la forme 

(8) ^[m,n) — o 
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en résolvant cette équation par rapport à n et remplaçant ensuite 
n par cette valeur dans (6) nous aurons Téquation de la tangente 
en fonction de son coefficient angulaire. 

Si nous éliminons n entre les équations (6) et (8), nous aurons 
l'équation 

(9) ?p(?n,y — »ia?)=:o 

qui représentera toutes les tangentes parallèles h la direction 
donnée : 

Nous pourrons encore résoudre le problème de la manière 
suivante. 

L'équation d'une tangente parallèle à la direction donnée est 

(10) Y = mX + «. 

Ecrivons maintenant que les équations {1) et (10) représentent 
une même droite nous aurons 



Si maintenant nous éliminons ar et y entre les équations (i) et (i i) 
nous aurons l'équation 

<p(w,n)=4) 

qui n'est pas autre chose que l'équation (8) obtenue par la mé- 
thode précédente. 

Points multiples. On dit qu^un point M d'une courbe AB est un 
peint multiple d ordre p, lorsqu'une droite quelconque passant 
par ce point rencontre la courbe en p points confondus en M. 

DÉFINITION d'une TANGENTE EN UN POINT MULTIPLE. 

Une tangente en un point multiple M, d'ordre p, d'une courbe 
AB, est la position limite d'une sécante tournant autour de ce point 
M jusque ce que Vun au moins des autres points de rencontre de 
la droite et de la courbe vienne se confondre avec le point M. 

Considérons le cas particulier où le point multiple considéré 
est à l'origine et cherchons les coefficients angulaires des tan- 
gentes en ce point. 
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TANGENTES A L'ORIGINE. 

Tliéorèaie. 

Quand une courbe passe par torigine, le coefficient angulaire 
(Tune tangente en ce points est l'une des valeurs limites du rap - 

port -, quand xet y tendent vers zérOy \ et y désignant les coor- 
données d^un point de la courbe considérée. 

Prenons sur la courbe un point M très voisin de et menons la 
sécante OM. La tangenle en est la droite OT position limite de 

la sécante OM, lorsque le 
point M est venu se con- 
fondre avec le point 0. 
Le coefficient angulaire 
de la droite OM est à 
chaque instant le rapport 

y 

-, des coordonnées da 

pomt M ; or, lorsque M se 
rapproche de ses coordonnées x ei y tendent simultanément 
vers zéro, par conséquent le coefficient angulaire de OT est la 

y 
limite de - quand x tend vers zéro. 

Applications. Considérons la courbe représentée par Téqualion 

y = sina: 

qui passe par Torigine puisque pourx=:o, on ay=:o. 

Nous aurons pour le coefficient angulaire de la tangente à l'ori- 
gine 

, ,. .. sin^ 
y' = limite = I 

JC 

c'est-à-dire que la tangente à l'origine est la bissectrice de l'angle 
yox. 
Prenons maintenant la courbe qui a comme équation 

(9) ^==^T==i' 

V4— X» 
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Nous voyons que lorsque x tend vers zéro, deux valeurs de y 
tendent vers zéro, par des valeurs réelles, par conséquent deux 
branches réelles de la courbe (9) passent par Torigine. Nous 
aurons les coefficients angulaires des tangentes èi ces deux bran- 
ches, en cherchant les deux valeurs limites du rapport - tirées 

X 

de (4), lorsque x tend vers zéro. Nous aurons donc 



y' = lim^=lim± 



I 



RECHERCHE DES TANGENTES A l'oRIGINE DANS LE CAS D*UNE COURBE 
ALGÉBRIQUE DONT l'ÉQUATION EST MISE SOUS FORME ENTIÈRE. 

Si nous décomposons le premier membre de Téquation de la 
courbe en groupes homogènes, nous pourrons mettre cette équa- 
tion sous la forme 

(10) «pja?,y) + f^_^(ar,y)+ + ?^^,(x,y) +9^(ar,y)r=o. 

Nous pouvons représenter une droite passant par Torigine, par 
les deux équations simultanées . 

Formons l'équation aux p des points d'intersection de la 
courbe (10) et de la droite (n), nous avons 

p\(«. P) + P'"" ?„,^t(*' P)+ + P^'^Vp+i^"' P) + P\(*' f^) = *^- 

Nous pouvons diviser les deux nombres de cette équation parp'' 
ce qui nous indique, qu'une droite quelconque passant par l'ori- 
gine rencontre la courbe en/? points confondus avec l'origine 0. 

Si nous divisons les deux membres de l'équation précédente 

par p'', nous avons l'équation 

qui nous donne les p des autres points d'intersection de la droite 
(1 1) et de la courbe (10). 

Puisqu'une droite quelconque passant par l'origine rencontre 
la courbe en p points confondus avec cette origine, pour qu'une 
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droite (i i) passant par l'origine soit tangente à la courbe (lo), il 
faut qu'elle ait au moins p-^ i points communs avec la courbe 
confondus en 0, et pour cela il faut que l'équation (la)aitau 
moins une racine nulle, c'est-à-dire il faut que 

(i3) ?^(«,P)=o. 

Si nous divisons les deux membres de cette équation ( 1 3) qui est 
homogène en a et ^ par a , nous aurons 



(.4) ?,.(••;)=" 



mais ^ c'est le coefïicient angulaire t de la droite (i i), nous avons 

a 

alors 

(i5) (p^(i,r) = o. 

Nous voyons donc que le coefficient angulaire d'une tangente à 
VoHgine est une racine de V équation (i5) obtenue en remplaçant 
dans V ensemble des termes du moindre degrés x par i ety par t. 

Réciproquement considérons une racine t de l'équation (i 5) 

dans laquelle nous supposerons d'abord tous les racines distinctes. 
Il existe donc une valeur de * et une seule qui tend vers / lorsque 

X ï ^ 

X et y tendent vers zéro, nous dirons alors qu'il y a une branche de 
courbe tangente à la droite y = t x, cette branche est réelle si la 

valeur t^ est réelle, car à une valeur réelle de x, infiniment petite, 

correspond une valeur de y et une seule infiniment petite égale 
à t^^ qui est réelle ; au contraire si t est imaginaire, cette bran- 
che est imaginaire. Comme l'équation (i5) a p racines, on voit 
qu'il y a p branches réelles ou imaginaires partant de l'origine. 
On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème. 

Lorsque l'équation d'une courbe algébrique, contient comme ter- 
mes de moindre degré des termes de degré p : i^ il y a p branches 
de courbes partant de V origine ;'k^ on obtient les p tangentes à ces 
branches à forigine en égalant à zéro, Vensemble des tei^mes de 
moindre degré. 
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Supposons maintenant que q racinesde l'équation ( 1 5) deviennent 
égales à ^ ., nous dirons que q branches admettent la même tan- 
gente^ ou, en d'autres termes, qu'il y a ç tangentes confondues sui- 
vant la droite y =^ t^x. 

Avec cette convention le théorème précédent est général, 
quelle que soit la nature des racines simples ou multiples de 
réquation(i5), 

SOUS-TANGENTE. 

Considérons une courbe AB, et menons une tangente MT en 
un point quelconque M {x,y) de cette courbe. On appelle sous- 
tangente, le segment algébri- 
que PT qui a comme origine P 
et comme extrémité T. L'équa- 
tion de la tangente en M est 

(.) Y-y = y'(X-x); 

nous voyons d'après la défini- 
tion précédente, que la valeur 
algébrique de la sous-tangente, est la valeur de X — x, tirée de 
l'équation (i) lorsqu'on y fait Y = o. Nous aurons donc comme 
expression générale de la sous-tangente 




s=-i^. 
y 



t -' 



APPLICATIONS AUX COURBES DU SECOND DEGRÉ. 
L'équation générale du second degré à deux variables est 

(i) Ax* + 2Biry + Cy' + 2Dx + 2Ey-f F = o. 



EQUATION DE LA TANGENTE. 



Nous savons d'après la théorie générale, que nous pouvons 
prendre comme équation de la tangente en un point quelconque 
(y,ar) d'une des courbes représentées par l'équation (i), une 
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quelconque des équations suivantes : 
M Y ., A^ + By + D 

(3) (X - x){\x + By + D) + (Y- y)(Ba? + Gy + E) = o 
(V) X(AaT + By + D) + Y(Bx + Gy + E) - [x{Ax + By + D) 

+ y(Bx + Gy + E)] = o 

(5) X(Aar+By+Dz)+Y(Bar+Gy + Ez) + Z(Dar+Ey+Fs)=o 

(6) X(Ax + By + D) + Y(Bx + Cy + E)+Dar + Ey + F=o. 

Nous voyons facilement que nous pourrons mettre Téqua- 
lion (5) sous la forme 

(7)x(AX+BY+DZ)+y[BX+GY + EZ] + 2[DX+EY+FZ]=o 

c'est-à-dire que dans le cas particulier des courbes du second de- 
gré, nous pouvons mettre Téquation de la tangente, rendue 
homogène, soit sous la forme 

x/::+Y/;;+z/:=« 

soit sous la forme 

xfx + yfi + ^fz = ^^' 

Si dans Téquation (7) nous remplaçons Z et z par i , nous aurons 
encore Téquation 

(8) ar(AX + BY + D) + y(BX + GY + E) + DX-+EY + F = o 
qui nous est donnée aussi par l'équation (6). 

Problème. 

Mener par wn point donné P (a, ^) une tangente à une courbe du 
second degré représentée par V équation (i). 

D'après la théorie générale, le système qui nous donne les coor- 
données des points de contact des tangentes répondant à la ques- 
tion est formé par l'équation (i) et l'équation 

(9) a(Aa? + By + D) + P(Ba?-fGy + E)-fDap + Ey + F = o. 

L'équation (1) étant du second degré et l'équation (9) étant du 
premier degré, ce système admettra deux solutions, nous pour- 
rons alors énoncer le théorème suivant : 
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Théorème. 



Par un point P pris dans le plan cTune courbe du second degré 
on peut mener à cette courbe deux tangentes réelles ou imaginaires ^ 
distinctes ou confondues. 

Nous aurions pu du reste énoncer immédiatement ce théorème 
comme cas particulier d'un théorème plus général démontré pré- 
cédemment. 

CioRDE DES CONTACTS. Si dans Téquation (9) nous considérons 
X et y comme des coordonnées courantes, cette équation qui est 
du premier degré représentera une droite qui passera par les 
points de contact des tangentes considérées. Pour cette raison 
on donne h celte droite le nom de corde des contacts. 

Si nous comparons Téquation (9) de cette corde des contacts à 
Téquation (8) de la tangente, nous pouvons donner pour la for- 
mation de son équation la règle suivante : 

RÈGLE. On obtient Inéquation de la corde des contacts, en rem- 
plaçant dans V équation (8) de la tangente, les coordonnées x_, y du 
point de contact par les coordonnées a, p du point P d'où Von mène 
les tangentes. 

Nous pouvons mettre Téquation (9) de la corde des contacts 
sous la forme 

(10) jr(A<» + Bp + D) + y{Ba + Clî + E) + Da + E^ + F = o. 

Si nous comparons alors Téquation (10) à l'équation (6), nous 
déduirons de cette comparaison, pour la formation de Téquation 
de la corde des contacts, la règle trouvée précédemment. 

11 résulte de ce qui précède que si nous représentons la tangente 
par Téquation 

nous pourrons mettre l'équation de la corde des contacts soit 
sous la forme 

x/;+Y^+z/;=o 

soit sous la forme 

Z et Y ayant la valeur i, et f(x,y) = o étant l'équation (1). 
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ÉQUATION QUI REPRÉSENTE LES DEUX TANGENTES QUE L*ON PEUT MENER 
d'un POINT P (a, P) A UNE COURBE DU SECOND DEGR^. 

Pour trouver cette équation, nous appliquerons un résultat qui a 
été trouvé d'une manière générale dans la théorie de la ligne 
droite. Les tangentes doivent passer par les points communs à la 
courbe du second degré considérée et à la corde des contacts; 
pour avoir alors Téquation du faisceau des tangentes répondant 
èi la question, nous déterminerons Téquation du faisceau des 
droites qui joignent le point P (a, P) aux points communs à la 
courbe du second degré et à la corde des contacts. 

L'équation rendue homogène de la courbe du second degré 
considérée est 

nous avons comme équation de la corde des contacts 

Désignons par a?j, y,, les coordonnées d'un des points M com- 
muns à la courbe (i) et à la droite (2), nous aurons 

(4) ^/J+yi/ï+^/^o. 

Si nous désignons par x et y les coordonnées d'un point quel- 
conque jx de la droite PM, nous avons en faisant 2^ = z = y = i. 

W ^1- ,_^x' ^^~ i-f-X' »~i+X 

en représentant par — X, le rapport des dislances fi P et |a M. Rem- 
plaçons maintenant dans les identités (3) et (4), x^, y^, z, parles 
valeurs (5], ou simplement par les quantités 

a + Xa-, p + Xy, 7 + ^- 

qui leur sont proportionnelles, nous aurons 

(6) ' /i;« + Xx,p + Xy,Y + Xzj=^.. 

(7) («+xx)/:+(p+xy)/;+(7+xz)/:=o. 

Si maintenant nous éliminons X entre les deux équations (6) 
et (7), nous aurons une équation qui sera vérifiée par les coor- 
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données x ei y d'un point quelconque y. d'une quelconque des 

droites du faisceau. Ce sera par conséquent Téquationdu faisceau. 

Si nous ordonnons l'équation (6) par rapport à >, nous avons 

X»[Ax« + aBary + Cy » + ^Dxz + nEyz + Fz*] -f aa[a:(A« + B^ + Dy) 

+ y(Ba + CP + Ey) + z(Da + Ep + Fy)] + Aa' + 2Bap + Cp* + aDay 

+ 2EflY + F7' = o 
ou 

(9) ^Y(^,y,^)+Â[<+y^;+<]+A«,^Y)=o. 

Si nous ordonnons (7) par rapport à X, nous aurons 
( « o) i[< + y/; + zQ + « + p/; + yQ = o 

Si maintenant nous éliminons X entre les équations (9) et (lo), 
nous aurons pour l'équation du faisceau des tangentes : 

« +pn+ y/;)*m y. 2) - « + y^ + ï/;)'{«/: + p/; + t/;) 

+/"{«.p.Y)«+y/;+2/;)'=o 

Mais, d'après le théorème d'Euler, nous avons 

«/:+p^+t/;=v(«.p.t) 

Nous pourrons alors simplifier l'équation précédente et la mettre 
sous la forme 

4 Ax. y. 2)/l«. P, t) = « + y/; + 2/;)* 

Nous dirons que c'est l'équation quadratique des tangentes 
menées du point P à /a courbe du second degré considérée. 

Problème. 

Déterminer le lieu géométrique des points de contact des tangentes 
menées par un point donné P (a, P) à toutes les courbes du second 
degré représentées par Véquation 

(i) /lar,y,A) = o 

dans laquelle X est un paramètre vaHable, 

Nous obtiendrons l'équation de ce lieu en éliminant le para- 
mètre variable X entre l'équation (i) et l'équation 

{ , ) <(., p, T, X) + y/-;(«, fk, T, X) + zf-{», p, Y, X) = o 
qui représente le faisceau des cordes de contact. 
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Prenons un exemple : 
Considérons Téquation 



(^+y— 0*+î^^^y=«' 



(0 




qui représente, lorsque X varie, des courbes du second degré tan- 
gentes aux axes coordonnés aux points A 
et B situés à des distances de Torigine 
égales à i ; cherchons le lieu des points 
de contact des tangentes qu'on peut me- 
ner à ces courbes par le point M ayant 
pour coordonnées a= i, p = — i. 

Une tangente en un point (x,y) de la 
courbe (i) a pour équation 

(X + Y— i)(ar + y— i)+XyX + >j?Y = o. 
Exprimons qu'elle passe par le point a, ^^ nous aurons 

--{^+y— 0+^y— ^•^=«- W 

L'équation (a), si Ton y considère x et y comme des coordon- 
nées courantes, représente une droite qui passe par les points de 
contact des tangentes menées du point (a, ^) à la courbe (i). On 
aura donc le lieu des points de contact en éliminant X entre les 
équations (i) et (2), ce qui donne 

(x + y_ ,)» + -i^(x + y- ,) = «. 

y * 

Cette équation du lieu se décompose en deux : 

a» (x + y— i)(y — x) + 2ary = o. 

La première représente la droite A6. Il est facile d'expliquer 
ce résultat ; en effet, la droite AB, considérée comme droite double^ 
représente une conique du système, elle correspond à la valeur 
X = o ; or, si Ton joint le point M à un point quelconque de la 
droite double AB, la droite ainsi obtenue rencontre la courbe en 
deux points confondus, elle répond à la définition de la tangente, 
donc tout point de AB doit faire partie du lieu. 

La seconde équation représente une hyperbole, passant par 
A,B,M et ayant pour tangente à l'origine la bissectrice des axes 
de coordonnées positives. Cherchons à séparer sur cette courbe 
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les points qui correspondent à des hyperboles ou à des ellipses du 
système considéré. 

Pour que la conique représentée par Féguation (i) soit une 
ellipse, il faut que Ton ait 

(i+X)«-i<o, 

X(X+2)<0, 

I 

c'est-à-dire que X doit être compris entre o et ( — 2). 

Pour X = o, on a la droite double AB, pour X = — 2, on a une 




Fig. III. 

parabole; enfin, pour X en dehors de l'intervalle de o à — 2, on 
a une hyperbole. 
Si X est égal à — 2, on a une parabole qui a pour équation 

(a?+y — 0'— 4a?y=o, 

ou bien 

(ap— y)" — a(x + y)+ I =0. 

Cherchons les points communs k cette parabole et à l'hyper- 
bole qui constitue le lieu. Pour cela, considérons les deux équa- 
tions 

(a?+y— 0' = 4ary, 

2a?.y 



En divisant, on a 



et 



ar + V — 1 = 
ap + y— 1=0, 



IxBBR et Weill. 
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La première droite donne les points A et B ; la seconde donne, 
par son intersection avec le Ueu, les points de coordonnées 

3d:v'5 , * 

y= — ^ — a?=3y— I. 

Soient P et Q ces deux points. 

Ceci posé, considérons le point M ; c'est un point du lieu, la 
valeur de X correspondante est donnée en remplaçccnt dans Téqua- 
tion (i) X par i et y par ( — i), d'où 

donc la courbe (i) est alors une hyperbole; je dis que pour tout 
point du lieu situé sur la branche CMA, la courbe (i) est une hy- 
perbole. En effet, soient a? et y les coordonnées d*un point du lieu; 
la valeur de X correspondante satisfait aux équations (i) et (a), 
donc on a 



X=: 



y— ar 



La courbe (i) est une hvperbole quand X varie de o à + « î <>r, 
pour tout point de la branche CMA, X est plus grand que zéro, 
car les fonctions 

2/ — a?, 

sont négatives; donc la courbe (i) est bien une hyperbole; on voit 
de même que, de A à P, la courbe (i) est une ellipse, et, de P 
vers D, une hyperbole. 

Pour un point^ du lieu sur la branche EOQ, la valeur de X est 
.négative et varie en prenant des valeurs comprises entre (—a) et 
( — «), donc la courbe (i) est une hyperbole. Pour un point du 
lieu situé sur la branche qui va du point Q au point B, on a une 
ellipse, X étant compris entre o et ( — a) ; enfin, pour un point 
situé sur la branche infinie qui va de B vers G, la courbe (i) est 
une hyperbole. 

Problème. 

Mener à une courbe du second degré une tangente parallèle :à 
une direction donnée.- • • - 
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Si l'équation de la courbe du second degré considérée est 

et si m est le coefficient angulaire de la direction donnée, nous 
savons d après une question générale traitée précédemment que 
les coordonnées des points de contact des tangentes cherchées 
sont les différents systèmes de valeurs de a? et de ^ satisfaisant à 
l'équation (i) et à l'équation 

W /x+wï/;;=o. 

L'équation (a) étant ici du premier degré, le système des équa- 
tions (i) et (a) admettra deux solutions, et nous pourrons alors 
énoncer le théorème suivant : 

Théorème. 

On peut mener aune courbe du second degré , parallèlement à une 
direction donnée ^ deux tangentes réelles ou imaginaires, distinctes 
ou confondues. 

Nous aurions encore pu énoncer ce théorème comme cas par- 
ticulier d'un théorème plus général démontré précédemment. 

Corde des contacts. — Si dans l'équation (a) nous considérons 
X et y comme des coordonnées courantes, cette équation, qui est 
du premier degré, représentera alors une droite passant par les 
points de contact des tangentes répondant à la question. Pour 
cette raison nous lui donnerons comme précédemment le nom de 
corde des contacts, 

La forme même de l'équation de la corde des contacts nous 
permet d'énoncer le théorème suivant : 

Vhéorème. 

La corde des contacts des tangentes menée à une courbe du se- 
cond degré parallèlement à une direction donnée est le diamètre 
qui partage en deux parties égales les cordes parallèles à la direc^ 
tion donnée. 

Nous pouvons encore énoncer ce théorème de la manière sui- 
vante : 

Théorème. 

Les tangentes menées à une courbe du second degré aux deux 
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extrémités d'un même diamètre sont parallèles aux cordes que ce 
diamètre partage en deux parties égales. 

Dans le cas particulier où le diamètre considéré est un axe, nous 
pourrons énoncer le théorème suivant : 

Aa tangente en un sommet d'une courbe du second degré est 
perpendiculaire à faxe qui passe par le sommet considéré. 

ÉQUATION DE LA TANGENTE EN FONCTION DU COEFFICIENT ANGULAIRE. 

Le coefficient angulaire de la direction donnée étant m, Téqua- 
tion de la tangente sera de la forme 

(3) y=zmx-\-n. 

Pour résoudre le problème, il faut déterminer la valeur de n 
en fonction de m. Pour cela, comme nous Tavons dit dans la théo- 
rie générale, formons Téquation aux abscisses des points d'inter- 
section de la courbe (i) et de la droite (3), nous avons 

(A+2Bm+CmV + 2(Bn+Cmn+D + Em)a:+Cn*+2En+P=o 

Si nous exprimons maintenant que les racines de cette équa- 
tion sont égales nous aurons en ordonnant par rapport à n l'équa- 
tion de condition obtenue: 

(4) (B> — ACy-f2[(GD — BE)m + BD — AE]n + (E» — CF)m» 

+ 2(DE — BF)m + D" — AF = o. 

Si nous résolvons cette équation par rapport à n, nous aurons 
en simplifiant : 



. _ — [(CD— BE)m-f(BD— AE)]dr\/-A(A-faBm-f Cm») 

et alors en remplaçant dans Téquation (3) nous aurons comme 
équation de la tangente en fonction du coefficient angulaire 



__ , — [(CD-~BE)m-f-(BD— AE)]=iiv/— A(A-t-aBm-f Cm») 
Remarque i. — L'équation (4) étant du second degré, nous 
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voyons, comme on Ta déjà démontré précédemment, qu'il y a 
deux tangentes parallèles à la direction donnée. 

Remarque a. — Dans le cas de la parabole, B* — AG étant nul, 
une des racines de l'équation (i) est infinie, c'est-à-dire que Tune 
des tangentes est rejetée à Tinfini. 

Remarque 3. — Dans le cas où Téquation (i) représente une 

parabole, si m = — -, le coefficient de n dans l'équation (4) est 

aussi nul, et alors les deux racines de cette équation sont infinies, 
c'est-à-dire que les deux tangentes sont rejetées à l'infini. 



ÉQUATION QUADRATIQUE DES TANGENTES MENÉES A UNE COURBE DU 
SECOND DEGRÉ PARALLÈLEMENT A UNE DIRECTION DONNÉE. 

Gomme nous l'avons dît dans la théorie générale, nous obtien- 
drons cette équation en éliminant n entre les équations (3) et (4) ; 
ce qui nous donne 

(B« — AG)(y — mj:)3 + 2[(CD— BE)m + BD — AE](y— mx) 
-f (E» — GP)m* + 2(DE — BF)m + D« — AT = o. 

DETERMINATION DES COEFFiaENTS ANGULAIRES DES TANGENTES MENÉES 
A UNE COURBE DU SECOND DEGRÉ PAR UN POINT P (a, ^) DU PLAN. 

Si dans l'équation précédente nous remplaçons x et y par a et p, 
et si dans l'équation ainsi obtenue nous considérons m comme 
inconnue, nous aurons évidemment l'équation demandée. En or- 
donnant par rapport à m, nous aurons 

[a«(B* — AG) — a(GD — BE)a + E* — GP]m« — a[a^(B»— AG) 
-f a(BD — AE) — KCD — BE) — (DE — BF)]m + (B» - AG)p« -f a(BD 

— AE)p + D*— AF = o. 

NOUVELLE FORME DE L'ÉQUATION QUADRATIQUE DES TANGENTES MENÉES 
A UNE COURBE DU SECOND DEGRÉ PAR UN POINT P («, ^) DU PLAN. 

Si nous désignons par x et y les coordonnées d'un point quel- 
conque d'une quelconque des tangentes menées par le point, nous 
aurons pour le coefficient angulaire de cette tangente : 

m=: 

aï — a 
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qui sera alors une des racines de l'équation précédente. Nous 
aurons alors pour Téquation demandée 

[«•(B» — AG) — a(CD — BE)a + E» — CP](y — p)« — a [«p{B« — AC) 

+a(BD-AE)— p(CD— BE) — (DE— BF)](y— p)(x— «) 

+ [(B* — AC)P» + a(BD — AE)p + D» — AF](x — «)« = o. 

Problème. 

Détenmner le lieu géométinque des points de contact des tan- 
gentes menées parallèlement à une direction donnée à toutes les 
courbes du second degré représentées par l'équation 

(i) A^»y»^)=o 

dans laquelle X est un paramètre variable. 

Nous obtiendrons l'équation du lieu, en éliminant le paramétre 
X entre l'équation (i) et l'équation 

qui représente le faisceau des cordes de contact. 
Prenons un exemple. 
Soit à trouver le lieu des points de contact des tangentes me- 




Fig. 113. 

nées parallèlement à Ox^ aux coniques représentées par l'équa- 
tion : 

2aî* + a>j?y -[- y' — 4a? — 3y + ^ = o- (0 

Ces coniques touchent l'axe des x au point A, à distance i de 
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l'origine, et rencontrent l'axe Oy aux points B et C aux distances 
.1 et a de l'origine. 

On aura l'équation du lieu en éliminant X entre l'équation (i) 
et l'équation 

(2) 'f^=^x + 'ky—%=o. 

Cette équation (2) représente une droite passant par A; en 
effet, A est, pour toutes les coniques représentées par l'équa- 
tion (i), le point de contact d'une tangente parallèle à Ox. — On 
voit aussi que, si Ton considère, parmi les coniques du système, 
celle qui se réduit aux deux droites Ox, Oy, la droite Oy fera p|ir- 
lie, tout entière, du lieu cherché; cette solution correspond à la 
valeur X = 00 . Éliminons X entre les équations (i) et (2), le résul- 
tat de Télimination est 

y* — 2ap* — 3y + 2 = o. 

Cette équation représente une hyperbole qui passe par les 
points A, B, C, a son centre au milieu de BC, et admet pour asym- 
ptotes des droites dont les coefficients angulaires sont + J2 

Cherchons à séparer les diverses coniques comprises dans 
l'équation (1); si l'on a 

X«— 2>0, 

on a des hyperboles ; a» — a < o, des ellipses ; X = zt: v^2, des pa- 
raboles. Or, pour une parabole tangente à Ox, au point A, le point 
de contact d'une deuxième tangente parallèle & Oa: est rejeté à 
l'infini, ce qui explique que les directions asymptotiques du lieu 

soient parallèles aux droites y=ztzx ^2, car ce sont précisément 
ces droites qui sont parallèles aux axes des 2 paraboles du sys- 
tème (i). 

Pouf une conique du système, le point du lieu sera donné par 
l'intersection de la droite (2) et de l'hyperbole ; le coefficient an- 
gulaire de la droite (2) est( — -j ; considérons les droites menées 
par le point A et rencontrant la branche ECG; on aura 

— V^<^<\/â, 
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X est alors compris entre + V 2 et + oo , ou entre — ya et — oo ; 
donc on a une hyperbole. De même si Ton prend un point da 
lieu :^ur la branche KBL, la conique (i) correspondante est une 
ellipse ; pour avoir une parabole, il faut prendre les points h, 
rinûni sur le lieu. 



NORMALES 



DÉFINITION. On appelle normale à une courbe AB en un point M 




Fîg. II 3. 

de cette courbe la perpendiculaire MN, menée par le point M à la 
tangente MT à la courbe AB au point M. 

Le point M se nomme le pied de la normale; on' lui donne 
encore le nom de point d'incidence, 

EQUATION DE LA NORMALE MN EN UN POINT QUELCONQUE M {Xy y) 

d'une courbe AB. 
Si Téquation de la courbe est de la forme 

nous avons pour le coefficient angulaire de la tangente MT 

alors, si les axes de coordonnées sont rectangulaires, nous aurons 
comme équation de la normale 

Y-y=—p{^-x) ou y_y=_^-;i-^(X-ar). 

Si les coordonnées sont obliques nous aurons comme équation de 
la normale 

Y-y=-i+^(X-x) ou y_y=_i+ffl£2i?(x_x). 
y'+cosô ^ ' ^ f{x)+co%^ ' 
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Considérons maintenant Téquation de la courbe sous la forme 

Nous avons alors pour le coefficient angulaire de la tangente MT 

/y 
nous aurons par suite comme équation de la normale 

Y-t/=^'(X-x) ou X=y=^ ou (X-»)/;-(Y-y)/";=o 

si les coordonnées sont rectangulaires, et 

I— ^cose 

^ /x , / /y — /zCOSÔ /; — /yCOSO 

— ^, + COSÔ 

si les coordonnées sont obliques. 



Problème. 

Mener à une courbe donnée AB, représentée par Véquation 

(0 /lar,y) = o, 

tirtc normale, par un point donné P (a, p). 

Si or et y sont les coordonnées du pied d'une des normales me- 
nées de P à AB, Téquation de celte normale sera 

(>) (X-x)(/';-/:co8e)-(Y-y)(/-;-/',cos«) = o. 

Pour résoudre le problème proposé, il faut déterminer les coor- 
données des pieds des différentes normales répondant à la ques- 
tion, pour mettre ensuite ces différents systèmes de valeurs de x 
et de y dans Téquation (a). Toutes les normales considérées devant 
passer par le point P, Téquation (a) de Tune quelconque de ces 
normales devra être vérifiée par les coordonnées de P, ce qui 
nous donne l'équation 

(3) («-a.-)(/-;-/';c086)-(p-y)(/:-r,C08-«)=^o. 

Pour déterminer les coordonnées des pieds -des normales 
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répondant h la question nous avons alors à résoudre le sys- 
tème (i), (3). 

Si la courbe considérée est algébrique et de degré m, les équa- 
tions (i)et(3) sont du degré m et alors le nombre de solutions du 
système (i), (3) est égal à m", d'où le théorème suivant : 



Théorème. 

Par un point P pris dans le plan d'une courbe algébrique du degré 
m, on peut mener à cette courbe m* normales, réelles ou imagi- 
naires^ distinctes ou confondues, 

ÉQUATION QUI REPRÉSENTE TOUTES LES NORMALES MENÉES A LA 

COURBE AB PAR LE POINT P. 

Si dans l'équation (3) nous considérons x eXy comme des coor- 
données courantes, cette équation représentera une courbe passant 
par les pieds des différentes normales issues de P. Nous obtien- 
drons alors l'équation cherchée en déterminant l'équation du 
faisceau des droites qui joignent le point P aux points communs 
aux courbes (i) et (3). 

Remarque. Si l'équation (i) renferme un paramètre variable, 
nous obtiendrons l'équation du lieu des pieds des normales, 
menées de P à toutes les courbes représentées par l'équation (<) 
en éliminant ce paramètre variable entre les équations (i) et (3). 

Problème. 

Mener à la courbe AB représentée par l'équation (i) une normale 
parallèle à une direction donnée. 

Si nous désignons par Xy y, les coordonnées du pied d'une des 
normales parallèles à la direction donnée, l'équation de la nor- 
male correspondante est l'équation (a). Cherchons les coordonnées 
des pieds des différentes normales répondant à la question. Si 
nous écrivons que le coefficient angulaire de l'une quelconque de 
ces normales est égal au coefficient angulaire [x de la direction 
donnée, nous avons l'équation 

(4) K/^-/;co86)-(/;-/;cos9) = o. 

Pour avoir alors les coordonnées^ des pieds des différentes 
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normales parallèles à la direction donnée nous aurons à résou- 
dre le système (i), (4). Si la courbe considérée est algébrique et 
de degré m, l'équation (4) est du degré m — i, et alors le nombre 
de solutions du système (i), (4)e8t égal à m (m — i) ; d'où le théo- 
rème suivant : 

Théorème. 

Le nombre des normales réelles ou imaginaires distinctes ou con- 
fondues que Von peut mener à une courbe algébrique de degré m 
parallèlement à une direction donnée est égal à m (m — i). 

Remarque. Lorsque Téquation (1) renferme un paramètre va- 
riable, on obtient Téqualion du lieu des pieds des normales, 
menées à toutes les courbes représentées par Téquation (i), en 
éliminant ce paramètre variable entre les équations (i) et (4). 

Problème. 

Détei'miner Véquation d'une normale en fonction de sfin coeffi- 
cient angulaire. 

Si nous désignons par x et y les coordonnées des pieds d'une 
normale à la courbe (i), nous savons que cette droite est repré- 
sentée par l'équation (2), si nous représentons par \f. le coeilicient 
angulaire de la direction donnée, l'équation d'une normale paral- 
lèle à cette direction est 

(5) Y=[xX + n. 

Écrivons que les équations {%) et (5] représentent la même droite . 
nous avons 

(6) «^ • 



fy—fx^o%^ /x— /yCosO x/^cosO— y/^cosO + y/;— ar/J 

en éliminant xQiy entre les équations (i) et (6) nous avons l'équa- 
tion 

(7) ?([*»»») = 0, 

en résolvant cette équation par rapport à n et remplaçant ensuite 
n par sa valeur dans (5) nous aurons l'équation de la normale en 
fonction de son coefficient angulaire. 
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Remarque. Si maintenant nous éliminons n entre les équations 
(5) et (7) nous aurons Téquation 

qui représentera toutes les normales parallèles h la direction 
donnée. 

SOUS-NORMALE. 

Menons une normale MN en un point quelconque M {x, y) de la 
courbe AB. 

On appelle sous-normale le segment algébrique PN qui a 
comme origine P et comme extré- 
mité N. L'équation de la normale 
MN est 




Il résulte de Ja définition de la 
sous-normale, que la valeur algébrique de cette sous-normale est 
la valeur de X — x tirée de Téquation (8) lorsqu'on y fait Y = o. 
Nous aurons alors comme expression générale de la sous-normale 

__ y(/;;— /;cose) 
/;-/-;cos6 ' 

Dans le cas des coordonnées rectangulaires nous aurons 



ou engore 



y 



„- y^ 



s,=yy'. 



CONCAVITÉ. CONVEXITE. INFLEXION 



DÉFINITION. On dit qu'en un point M d'abscisse Xo d'unecourbe AB, 
cette courbe tourne sa concavité du côté des ordonnées positives, 
lorsqu'on peut détef^miner un nombre e, aussi petit que Con voudra, 
tel que dans les intervalles Xo — e, Xq et Xo, Xo-|- c, la courbe soit par 
rapport à la tangente au point M du côté des ordonnées positivts. 
On dira que dans ce même cas la courbe tourne sa convexité du 
côté des ordonnées négatives. 

Lorsqu'au contraire dans les intervalles Xo — e, Xo et x© x«+e la 
courbe est par rapport à la tangente en M du côté des ordonnées né- 
gatives, on dit qu'au point M la courbe towme sa concavité du côté 
des ordonnées négatives. On dira dans ce second cas que la courbe 
tourne sa convexité du côté des ordonnées positives. 

Théorème. 

Si lorsque x C7vît de a. à h la dérivée seconde de l'ordonnée con- 
serve toujours le signe plus, l'arc de courbe AB qu'on obtient en 
faisant varier x e/e a d b towme en tous se^ points sa concavité vers 
les ordonnées positives. 

Prenons un point quelconque M© {x^t y©) sur l'arc AB et menons 

la tangente CD en ce point. 
(Considérons un intervalle 
Xo — e, Xo+e compris dans Tin- 
tervalle A,B- Désignons par y 
et Y les ordonnées de deux 
„. . ^ points de la courbe et de la 

tangente CD qui correspon- 
dent à une même abscisse x; pour démontrer qu'en M» la 
courbe tourne sa concavité vers les ordonnées positives, il faut 
prouver que dans Tintervalle Xo — e, Xo +e la différence y — Y est 
toujours positive. La dérivée première de cette fonction est y' — Y 
et la dérivée seconde est y^. Puisque par hypothèse la dérivée y^ 
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est constamment positive dans l'intervalle considéré, la fonction 
?/ — Y' est constamment croissante dans le même intervalle, et 
comme elle s'annule pour la valeur x=Xo, il en résulte qu'elle est 
négative dans rintervalle Xo — «, Xo et positive dans l'intervalle Xo, 
a?o + *- ^^ dérivée y' — Y' de la fonction y — ^Y s'annulant pour la 
valeur oTo, en passant de valeurs négatives à des valeurs positives, 
il en résulte que pour la valeur Xo la fonction passe par un mi- 
nimum, et comme ce minimum est zéro, on voit que de part et 
d'autre du point Mo la fonction est positive; donc en Mo la courbe 
tourne sa concavité du côté des ordonnées positives. 

En raisonnant de la même façon, on démontrera le théorème 
suivant : 

• 

Si lorsque x croit ^e a à b la dérivée seconde de V ordonnée con- 
serve toujours le signe moins, F arc de courbe \B qu'on obtient en 
faisant varier mde di àh tourne en tous ses points sa concavité vers 
les ordonnées négatives. 

Définition. On dit qu'une courbe AB présente une inflexion e7i 
un de ses points M© d'abscisse Xo, lorsqu'on peut déterminer U7i 
nombre e aussi petit quon voudra tel que dans les intervalles 
Xo — 6, Xo et Xo, Xo + 8, la courbe soit située par rapport à la 
tangente au point M^ dans des régions difféi^entes. 

On dit que le point M^ est un point d'inflexion. 

Il résulte des théorèmes précédents qu'en un point d'inflexion 
la dérivée seconde de l'ordonnée change de signe; elle prend 
alors en ce point une valeur nulle ou infinie. 

On déterminera donc les points d'inflexion en cherchant les 
valeurs de x, telles que l'abscisse du point décrivant la courbe 
traversant la valeur considérée, la dérivée seconde de l'ordonnée 
prenne une valeur nulle ou infinie en changeant désigne. 



ASYMPTOTE 



On dit qu'une droite AB est asymptote à une branche de courbe 
infinie CD, lorsque la distance MP d'un point de la courbe à la droite 




Fig. II 6. 

tend vers zéro le point s*éloignant à ^infini sur cette branche. 

ASYMPTOTES PARALLÈLES A L'AXE DES Y 

Vhéorème 1. 

Lorsqu'une droite AB parallèle à Vaxe des y et représentée par 
B n l'équation x — a=o est asymptote à une 
ùi^anche de courbe CD, fabscisse du point M 
de la courbe tend vers a quand on s'éloigne à 
Finfini sur la branche de courbe^ c*est-à' 
dire quand en valeur absolue y croît au delà 
de toute limite. 

Menons par un point M de la courbe une 
droite MH parallèle à Taxe des x et une 
perpendiculaire MPsurTasymptote AB, le triangle rectangle MPR 
ainsi formé nous donne 

(i) MP = MRsin6. 

Nous avons d'après la position du point M dans le plan 

MR=d=(ar— a), 

alors en remplaçant dans (i) nous aurons 
(a) MP=±:(a:— a)sine. 
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Puisque la droite AB est asymptote à la branche CD, il eu ré- 
sulte par définition que MP tend vers zéro lorsqu'on s'éloigne à 
rinfini sur CD, il en est de même alors de {x — a) sin 6, d'après 
Tégalité (a). Mais sin a une valeur déterminée différente de 
zéro, par conséquent lorsque l'on s'éloigne à l'infini sur CD, x — a 
tend vers zéro, c'est-à-dire que x tend vers a. 

Théorème 2. 

Une droite AB parallèle à Vaxe des y et représentée par téqua- 
tion X — a = o est asymptote à une branche de courbe CD, lorsque 
l*abscisse du pointU de lacourbe tend vei's a quand y croit en valeur 
absolue au delà de toute limite. 

Comme nous l'avons vu dans le théorème précédent le triangle 
rectangle MPR nous donne 

MP = d=(x— a)sine. 

D'après notre hypothèse, x — a tend vers zéro, lorsque Ton 
s'éloigne à l'infini sur la branche de couche, alors d'après l'éga- 
lité précédente il en est de même de MP; par suite par définition 
la droite AB est asymptote à la branche de courbe CD. 



RECHERCHES DES ASYMPTOTES PARALLÈLES A L AXE DES y. 

Des deux théorèmes précédents, nous tirons la règle suivante : 

RÈGLE. On obtient les asymptotes parallèles à Vaxe des y en cher- 
£hant leê valeurs de x qui rendent y infini, 

11 est facile dans un grand nombre de cas de déterminer ces 
valeurs lorsque l'équation de la courbe est résolue par rapport 
à y. Prenons quelques exemples. 

Soit la courbe représentée par l'équation 



Nous voyons que y est infini pour la valeur a? = 4 qui annule 
le dénominateur sans annuler le numérateur, par conséquent la 
droite parallèle à l'axe des y représentée par t'équation 

a?— 4 = ' 

est une asymptote. 

Imbkr et Weill. 19 
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Il en esl de même de la droite représentée par réquatioti 

r 

mais comme 3 est une racine quadruple du dénominateur, nous 
disons qu*il y a quatre asymptotes parallèles h Taxe dés y con- 
fondues suivant la droite a? + 3 = o. L'équation qui représente 
toutes les asymptotes parallèles à Taxe des y est donc : 

(jî— 4)(a? + 3)*=o. 
Considérons la courbe représentée par Téquation 

n\ (aa? — 7)(3?— a)» 

^^ y- (x + 5)(a?— a)» 

Je remarque dans cet exemple que le numérateur et le déno- 
minateur admettent tous les deux le facteur a? — ^a, par consé- 
quent la valeur a qui annulera le dénominateur annulera aussi le 
numérateur. Je vois que je puis diviser les deux termes de la 
fraction par (a? — a)*. Cela m'indique que la courbe représentée 
par Téquation (3) se compose de droites parallèles à Taxe des 
y représentées par l'équation 

et de la courbe dont l'équation est 

%x — 7 



(a? + 5)(x — a)» 



Je vois que cette courbe admet comme asymptotes parallèles 
À l'axe des y les droites 

« + 5=0, {x — 2)* = o. 

Je remarque maintenant qu'une droite étant à elle-même son 
asymptote, je puis dire que la courbe (i) admet encore les 
asymptotes parallèles à l'axe des y représentées par l'équation 

{x 2)' = G. 

Noua pouvons donc dire encore comme dans le cas précédent 
que l'équation qui représente toutes les asymptotes parallèles h 
l'axe des y est l'équation 

(rr4--^)(« — a)' = o ' , \ 
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obtenue en égalant à zéro le dénominateur du second membre . 
: Si nous prenons la courbe ayant comme équation 

■ (4x+7)(2ar — 9) 
^ [xi- ^){x—6y{x^ + a?+ i) 

nous voyons que celte courbe admet comme asymptotes les 
parallèles à l*axe des y représentées par les équations 

x-{-^ = o, {x — 6)^ = 0. 

Nous voyons de plus que le dénominateur du second membre 
8*annule pour les valeurs de x qui annulent, a;'-[-a?+ i, mais ces 
valeurs sont imaginaires. Si nous désignons par a et par ^ ces va* 
leurs, nous conviendrons de dire dans un but de généralisation 
que les droites imaginaires représentées par Téqualion 

x*-\-x-\- ï=o 

sont aussi des asymptotes. 
Prenons maintenant Téquation 



(^) y=-Wré 



5x + 4 



(x_3){ar + 7) 

La fonction placée sous le radical est in&nie pour a? = 3, mais 
je remarque que y ne sera réel, pour des valeurs de x très peu 
différentes de 3, que pour des valeurs supérieures à 3; la droite 
X — 3 = sera donc une asymptote, mais les branches réelles de 
la courbe (^i) qui admettent cette droite comme asymptote sont 
situées à droite de cette asymptote. 

En raisonnant de la même façon, on verrait] que la courbe (4) 
admet aussi comme asymptote la droite 

ar + 7 = o 

et que les branches réelles de la courbe (4) qui admettent cette 
droite comme asymptote sont encore situées à droite. 
Soit maintenant la courbe 



(5) y = 4x-.zfcy^^- 



3x 

Je vois que, pour aî = o, y est inûni, mais je remarque que 
pour des valeurs de or, très peu différentes de zéro, y est imagi- 
naire ; je dirai alors dans un but de généralisaiion que la droite 
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x= o est une asymptote de la courbe (5), mais que les branches 
de la courbe qui admettent cette droite comme asymptote sont 
imaginaires. 
Considérons enfin la courbe transcendante 

y = coséc.aî. 

Nous pouvons mettre cette équation sous la forme. 

I 
sinx 

Nous voyons alors que la courbe admet comme asymptotes 
parallèles à Taxe des y toutes les droites représentées par 
Téquation, 

dans laquelle K représente un nombre entier quelconque. 

Nous voyons maintenant que la règle que nous avons énoncée 
en premier lieu ne peut être appliquée d'une façon générale» 
qu*avec les conventions qui ont été faites précédemment. 

ASYMPTOTES NON PARALLÈLES A L'AXE DES Y. 



Théorème !• 

Pour quune droite AB non parallèle à taxe des y soil asymptote 

à une branche de courbe CD, il faut 
et il suffit que la différence entre 
les ordonnées des points Met Hi de la 
courbe et de la droite qui correspon- 
dent à une même abscisse tende vers 
p jc^ zéro quand on s'éloigne à Finfini sur 

Fig. ,,8. la branche de courbe. 

Le triangle rectangle MNR nous donne 
(i) MR = MNsinN. 

Or on a 

MN = ±(y-Y) 




y et Y désignant les ordonnées des points M et N de la courbe et 
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de la droite qui correspondent à une même abscisse x, en rem- 
plaçant dans (f) nous aurons 

(a). MR = ±(y — Y)sinN. 

Si la droite AB est asymptote à la branche de courbe CD, nous 
savons que MR tendra vers zéro quand on s'éloignera à Tinfini 
sur CD, il en sera de même de y — Y d'après (2). La condition est 
donc nécessaire. 

Si la dilTérence y — Y tend vers zéro quand on s'éloigne à l'infini 
sur CD il en sera de même de MR d'après (a), alors par défini- 
tion la droite AB est asymptote. La condition est donc suffisante. 

TRANSFORMATION DE LA DÉFINITION d'uNE ASYMPTOTE NON PARALLÈLE 

A l'axe des y. 

Nous pouvons maintenant transformer la définition de l'asymp- 
tote dans le cas où cette droite n'est pas parallèle à l'axe des y 
et dire : 

Une droite non parallèle à taxe des y est asymptote à une bran- 
che de courbe lorsque la différence entre les ordonnées de deux 
points de la courbe et de la droite qui con^espondent à une même 
abscisse tend vers zéro, lorsque Von s'éloigne à Vin fini sur la 
branche de courbe. 

FORME particulière SOUS LAQUELLE ON PEUT METTRE l'ÉQUATION DE 

LA BRANCHE DE COURBE CD. 

Désignons par y et Y, comme nous l'avons fait dans le théorème 
précédent, les ordonnées de deux points de la branche de courbe 
CD et de la droite AB qui correspondent à une même abscisse x; 
si nous représentons par D la difi*érence de ces ordonnées, nous 
aurons 

(3) y = Y + D 

D étant d'après le théorème précédent une fonction de a? et de y 
qui tend vers zéro, lorsque x croît indéfiniment en valeur absolue. 
Soit 

(4) Y = cx + d 

l'équation de l'asymptote AB ; si nous remplaçons dans (3) y par 
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sa vakur tirée de (4) nous aurons Téquation 
(5) y = cx-{-d + B 

dans laquelle x eiy sont les coordonnées d*^un point de la branche 
de courbe CD ; nous pourrons par conséquent considérer cette 
équation (5) comme représentant cette branche de courbe. 

Théorème 2. 

Le coefficient angulaire c tfune droite AB non parallèle à Caxe 
des y, asymptote à une branche de courbe CD, est égal à la limite 

y 

du rapport - des coordonnées d'un point de la branche de courbe^ 
lorsque x devient infini. 

De Téquation (5) de la branche de courbe CD, telle que nous 
Tavons établie précédemment, nous tirons 

c=ï — ^±R. 

X X 

Nous savons d'après le théorème i que D tend vers zéro lorsque 

X crott indéfiniment en valeur absolue, il en est de même de 

rf + D 

, alors pour x inQni nous avons 



X 



c = lim-- 



X 



Théorème 8. 

Vordonnée à l'origine d d'une droite AB non parallèle à taxe 
des y, asymptote à une branche de courbe CD, est égale à la limite 
de la différence y — ex, lorsque x devient infini^ 'x. et y désignant 
les coordonnées d'un point de la branche de courbe. 

De Téquation (5) de la branche de courbe CD, nous tirons 

rf=(y— car)— D, 

D tendant vers zéro lorsque x croit indéfiniment en valeur abso- 
lue, nous aurons alors 

d=^V\m{y — ex) 
pour X infini. 
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Prenons un exemple : 

Soit k déterminer Tasymplote de la courbe représentée par 
l'équation • 

^x I 

En appliquant le théorème 2, nous avons 

x~" L X x{x^-{-^x — 3J 
pour X infini; ce qui nous donne 

c = 3. 

Si nous appliquons maintenant le théorème 3, nous aurons 
d= lim (y - 3x) = lim (s + ^,^"^3 ) 
pour X infini, ce qui nous donne 

Nous avons par conséquent comme équation de l'asymptote 

y = 3a:-|-5. 

Nous aurions pu voir immédiatement que Tasymptote était la 
droite y = 3x + 5 d*après la forme même de Téquation de la 
èourbe, car, en faisant la différence entre deux ordonnées de la 
droite et de la courbe qui correspondent à une même abscisse» 
on a la fonction 

^x I 

x^-^^x — 3 

qui devient nulle pour x infini. 



<• 



RECHERCHE DES ASYMPTOTES DANS LES COURBER 

ALGÉBRIQUES 

Asymptotes parallèles a l'axe des y 

DaiJB le cas où l'équation de la courbe est résolue par rapport 



è96 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

à y, nous n'avons rien de particulier à dire; nous déterminons les 
asymptotes parallèles à l'axe des y, comme on Ta déjà indiqué 
dans des exemples traités précédemment. Mais lorsque réquation 
de la courbe est sous forme entière, nous pouvons établir une 
règle permettant d'obtenir facilement les asymptotes parallèles k 
l'axe des y. Soit 

l'équation d'une courbe algébrique de degré m; si nous ordon- 
nons le premier membre de celte équation par rapport aux puis- 
sances décroissantes de y, nous aurons Téquation 

ÇoW» ?i(^)» ?ii^)"' représentant des fonctions entières de x, 
dont les degrés sont au plus égaux h m — p, m — p + 1, m — p 
+ a, etc. Cette équation nous permettra de déterminer les va- 
leurs de y qui correspondent à une valeur quelconque attribuée 
à X. Formons l'équation aux inverses des racines de celle équa- 

m 

lion (a) en y, pour cela divisons les deux membres par y , nous 
aurons l'équation 

■ (3) n'^)+9.W^+?.(^)^+ =<'• 

Considérons maintenant une droite AB parallèle à l'axe des y, 
asymptote à une branche CD de la courbe (i). Si on s'éloigne à 
l'infini sur celte branche de courbe, y croît en valeur absolue au 

delà de toute limite, - tend vers zéro, et en même temps a? tend 

y 

vers a, x — a = o, étant l'équation de la droite AB. Alors si, dans 
l'équation (3), a: et y représentent les coordonnées d\in point de 
la branche CD, nous avons pour y infini 

c'est-à-dire que a est une racine de l'équation 

(4) ■ ?oW = «- 

Soit a? = aune racine réelle de l'équation (4). Si dans l'équa- 
lion (3) X tend vers a, cp^ [x) tendra vers zéro, alors une racine au 

moins de cette équation (3) en -tendra vers zéro, el une racine 

• y 
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au moins de Téquation (2) deviendra infinie. Pour que la droite 
X — a = soit réellement asymptote à la courbe (i), il faut 
qu'une au moins des racines de Téquation (3) qui tendent vers 
zéro soit réelle; si k est le nombre des racines réelles de (3) qui 
tendent vers zéro, lorsque x tend vers a, soit par des valeurs 
croissantes, soit par des valeurs décroissantes, il y aura k bran- 
ches de courbe réelles, asymptotes à la droite x — a =^ o, les 
unes du côté des abscisses négatives, les autres du c6té des 
abscisses positives ; si / est le nombre des racines imaginaires de 
(3) qui tendent vers zéro, lorsque x tend vers a soit par des va- 
leurs croissantes, soit par des valeurs décroissantes, nous con- 
viendrons de dire, comme on Ta déjà fait dans des exemples pré- 
cédemment traités, qu'il y a / branches imaginaires de la 
courbe (i) asymptote à la droite x — a = 0, les unes du côté 
des abscisses négatives, les autres du côté des abscisses posi- 
tives. 

Si a est une racine imaginaire de (4) nous conviendrons de 
dire que la droite x — a =^ o est une asymptote imaginaire 
de (i). 

Si a est une racine multiple de degré fx de multiplicité de (4), 
nous dirons que la courbe (i) admet (ji asymptotes réelles ou ima- 
ginaires confondues avec la droite x — a = o. 

Avec toutes ces conventions nous pourrons dire maintenant 
que Téquation 

(4) ?o(^) = ^> 

représente les asymptotes de (i) parallèles à Taxe des y. 

Nous formulons alors la règle suivante : 

RÈGLE. Si m est le degré de V équation d^une courbe algébrique ^ 
mise sous forme entière, p l'exposant de la plus haute puissance de 
y, on obtient les asymptotes parallèles à l'axe des y, en égalant à oie 

coefficient de y . 

Remarque. — Il résulte de ce qui précède que si Téquation 
renferme un terme en j/"* la courbe n'aura pas d'asymptotes paral- 
lèles à l'axe des y. 

Théorème. 

Le nombre des branches réelles asymptotes à une droite parallèle 
à l'axe des y est toujours pair. 

Considérons l'asymptote x — a = 0. 



2^9 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Soit kl le nombre des racines de (1) qui tendent vers zéro lorsque 
X tend vers a par des valeurs décroissantes, si 2i est le nombre 
des racines imaginaires, le nombre des branches réelles asymp- 
totes à la droite œ — a = o du côté des abscisses positives sera 
A, — 2t; le nombre des branches réelles asymptotes à ]a droite 
considérée du côté des abscisses négatives sera de même de la 
forme Aj — i^i*. Nous aurons alors pour le nombre k des branches 
réelles asymptotes à la droite x — a = o, 

c*est-à-dire un nombre pair. 

ASYMPTOTES PARALLÈLES A L'AXE DES x. 

Dans le cas où Téquation est résolue par rapport à x^ nous 
déterminerons ces asymptotes, d'une façon analogue à celle par 
laquelle nous avons déterminé les asymptotes parallèles à Taxe 
des y, Téquation étant résolue par rapport à y. 

Dans le cas où Téqualion de la courbe est sous forme entière, 
en raisonnant comme précédemment nous établirons la règle 
suivante : 

RÈGLE. Si m est le degré de Véquation d'une courbe algébrique^ 
mise sous forme entière, p Vexposant de ta plus haute puissance de 
X, on obtient les asymptotes parallèles à l'axe des x en égalant à 

o le coefficient de x 

Remarque. — Si Téquation renferme un terme x" il n'y aura 
pas d'asymptotes parallèles à l'axe des a?. 

On démontrera de la même façon que précédemment le théo- 
rème suivant : 

Vhéorème. 

Le nombre des branches réelles asymptotes à une droite parallèle 
à taxe des x est toujours pair. 

Les asymptotes parallèles à l'axe des x sont déterminées dans la 
recherche générale des asymptotes non parallèles à l'axe des y. 

Nous allons maintenant appliquer ce qui précède à quelques 
exemples. 
' Ck>nsidérons d'abord la courbe représentée par Téquation 

(5) y«(aî-,)(a: + 3)(a:» + x+i)~(a:+3)(ar~4)y 

+ (a? + 5((a5 — 2)=o, 
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En appliquant une règle précédente^ nous aurons comme équa- 
tion représentant les asymptotes parallèles à Taxe des y l'équa- 
tion 

• (6) [x—i\x + ^p^ + x-\-i)=o 

qui représente les droites 

(7) X — 1=0, (8) ar-|-3=o, (9) x — arno, (10) x — p=o 

« et ^ étant les racines imaginaires de Téquation 

x*-{-x4-i=o. 

Considérons d'abord la droite réelle (7) et voyons s'il y a des 
branches réelles de la courbe (5) asymptotes à cette droite. Pour 
Cela considérons Téquation 

(..) (a;-,)(ar + 3)(x« + x+.)-(x+3)(a;-4)i 

+ (a? + 5)(a:--2)^, = o. 

Nous voyons que i n'est pas racine du coefficient de-, parcon- 
séquent lorsque x tendra vers i soit par des valeurs croissantes, 
soit par des valeurs décroissantes , une valeur de - seulement. 

y 

tendra vers zéro, cette valeur est, par suite, réelle; en effet, si 
elle était imaginaire, l'équation (i i) en - admettrait une autre ra- 

y 

cîne imaginaire conjuguée de la précédente qui tendrait égale- 
ment vers zéro, lorsque x tend vers i ; il y aurait donc deux va- 
leurs de - qui tendraient vers zéro quand x tend vers i, ce qui 

est contraire à ce qui précède. 11 y aura donc deux branches 
réelles de (5) qui admettront comme asymptotes la droite (7), Tune 
sera située du côté des abscisses positives, l'autre du côté des 
abscisses négatives. 
Mettons l'équation (i 1) sous la forme suivante : 

(ca) (;r-.Xx + 3Xa:« + x+i) = (x+3)(x-4)^ 

— (x + 5)(x— a)-J-,- 
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Faisons maintenanl varier x, dans Tintervalle 

I— ft, i+e, 

« 

e étant un nombre positif assez petit pour que dans cet intervalle 
Téquation 

n'admette pas d'autre racine que i, et qu'il n'y ait pas de racine 
de Téquation 

(ar-f-3)(ar — 4) = o. 

Pour des valeurs suffisamment petites de «, c'est-à-dire pour 
des valeurs de x suffisamment voisines de i, - pourra être en va- 

y 

leur absolue aussi petit que Ton voudra, et par suite le signe 
du second membre sera celui de son premier terme. Quand x 
traverse la valeur i, qui est une racine simple du premier 
membre, ce premier membre change de signe, il passe de va- 
leurs négatives à des valeurs positives; il en est de même du 
second, et comme le signe du second membre est le même que 
celui de son premier terme, ce premier terme change également 
de signe; mais, par liypolhèse, le coefficient (ar + 3) {x — 4) con- 
serve le même signe, il est toujours négatif pour les valeurs consi- 
dérées pour Xy par conséquent - change de signe quand x tra- 

verse la valeur i; il en est de même de y, qui passe de valeurs 

positives à des valeurs négatives^. Les deux 
branches de courbes qui sont asymptotes à 
la droite (7) de part et d'autre de cette 
droite s'étendent à l'inûni, l'une du côté des 
ordonnées positives, l'autre du côté des or- 
données négatives, comme on le voit sur la 
ûgure. 
^^^' *'i>- Considérons maintenant la droite réelle 

(8), et voyons s'il y a des branches réelles de (5) asymptotes à 

cette droite. 
Nous voyons dans ce cas que — 3 est une racine du coefficient de 

-, par suite, lorsque x tendra vers — 3, soit par des valeurs 
croissantes, soit par des valeurs décroissantes, l'équation (11) ten- 
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dra à prendre la forme 

(ar + 5)(a: — 2)~=:o, 

c'est-à-dire que deux valeurs de - tendront vers zéro. Ces valeurs 

peuvent être réelles ou imaginaires conjuguées; pour savoir si 
elles sont réelles, formons dans(ii)lebinôrae6* — 4ac, nous avons 

(a: + :-5)«( jr — 4 )' — 4 (ar — I )(ar + 3)(a!2 + ar + I )(a? + 5)(x — 2) 
ou 

Nous voyons alors que pour des valeurs de x inférieures à 
— 3, les racines sont réelles, et que pour des valeurs supérieures 
elles seront imaginaires. 11 y aura donc, du côté des abscisses 
négatives, deux branches réelles asymptotes à la droite (8) ; et 
comme pour x inférieure à — 3, les racines de Téquation (11) 
Bont de lignes contraires, ces deux branches s'étendront à Tin- 
ûni Tune du côté des ordonnées positives, l'autre du côté des or- 
données négatives. 

Par convention, nous dirons que les droites imaginaires (9) et 
(10) sont des asymptotes de (5). 

ASYMPTOTES NON PARALLÈLES A L'AXE DES y. 

Si l'équation de la courbe est résolue par rapport à y, nous 
opérons comme on l'a indiqué dans un exemple traité précé- 
demment. 

Supposons maintenant que Téquation de la courbe soit sous 
forme entière ; nous allons établir des règles et des formules 
permettant d'obtenir facilement les coefficients angulaires et les 
ordonnées à l'origine des asymptotes non parallèles à l'axe des y. 

RECBERCHE DES COEFFICIENTS ANGULAIRES DES ASYMPTOTES NON PARAL- 
LÈLES A l'axe DES y, DANS LE CAS d'uNE COURBE ALGÉBRIQUE DONT 

l'Équation est mise sous forme entière. 
Soit 

(i) f{x,y) = o 
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Téquation de la courbe, m le degré de cette équation. En parta- 
geant en groupes homogènes le premier membre de cette équa- 
tion, nous avons 

ou 




et en divisant les deux membres par x , nous aurons 

Considérons maintenant une droite A6 asymptote à une. des 

branches CD de la courbe représentée 
par Téquation (i). Si nous nous éloi- 
gnons à Tinfini sur la branche CD, le 

y 
rapport -des coordonnées du point M 

tend vers Cp coefÛcient angulaire de Ta- 
syitiptote AB, les rapports -, -5, etc., tendent vers zéro, et comme 
l'asymptote considérée n'est pas parallèle & Taxe des y et que par 
suite Cj est fini, les expressions 9 (i,-),cp ('»)» ^^•' 

m— 1 \ X/ m— î \ X/ 

tendent vers des limites finies 9 . {« » c.) » (i, cX etc. Si alors 

nous supposons que dans l'équation (2) x eiy représentent les 
coordonnées d'un point de CD, nous aurons à la limite pour x 
infini 

Le coefficient c^ de l'asymptote A6 est donc une racine de 
l'équation 

(3) ?Jhc) = o 

et comme l'asymptote considérée est une quelconque des asymp- 
totes non parallèles à l'axe des y de la courbe représentée par 
l'équation (i), nous pourrons donner la règle suivante : 

Règle. On obtient Véquation qui donne les coefficients angu- 
laires des asymptotes non parallèles à Vaxe des y, en égalant à 
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itérô f ensemble des termes du degré le plus élevé, après y avoir 
remplacé x par ly et y par c. 

» • ■ , ■ 

RECHERCHE DES ORDONNÉES A L ORIGINE DES ASYMPTOTES NON PARAL- 
LÈLES A l'axe DES y DANS LE CAS D*UNE COURBE ALGÉBRIQUE 
DONT L*É0UATION EST MISE SOUS FORME ENTIÈRE. 

Soit AB une quelconque des asymptotes dont nous avons déter- 
miné précédemment le coefficient angulaire c, son équation sera 
de la forme 

Y=cx + rf; 

proposons-nous maintenant de déterminer son ordonnée à rori- 
gine d. 

Désignons par x et y les coordonnées d'un point M de CD et 
posons 

(4) y — carma. 

Nous avons, d'après un théorème précèdent, 

rf = lim5 
pour X inQni. De (4) nous tirons 

XX 

en remplaçant dans (2), nous aurons 

Développons chacun des termes du premier membre, nous 
avons 

•? '><^+^) = -® («»<î)H — 19 ("»c)-I rot" (iiC)-l-... 



X 

etc. 



^?„_,(''''+^)=^?„_,('.'=)+... 
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Remplaçons maintenant dans l'équation (5), nous aurons en 
réduisant 

c étant le coefûcient angulaire d'une asymptote non parallèle à 
Taxe des y est une racine de l'équation (3), par suite le premier 
terme du premier membre de l'équation (6) est nul ; nous pou- 
vons alors diviser les deux membres de cette équation par -, 
et elle prendra la forme 

':) «?:(>''^)+?™-.(''^)+î[tt:(''<')+«?:-.('''^)+t.J''^)] 

Supposons maintenant que x croisse en valeur absolue au delà 
de toute limite, 5 tendra alors vers une limite Onie d, les fac- 
teurs de la forme — tendront vers zéro, les expressions entre 

crochets tendront vers des limites finies; nous aurons à la limite 
pour X infini l équation 

(8) F(rf,c) = o 

qui nous permettra de déterminer l'ordonnée à l'origine d de 
l'asymptote de coefficient angulaire c. 

Nous voyons donc que si une droite AB représentée par une 
équation de la forme 

est asymptote à une branche réelle de la courbe (i), son coefD- 
cient angulaire et son ordonnée à l'origine constituent une solu- 
tion du système 

oJi,c) = o 

F(d, c) = o 
formé par les équations (3) et (8). 
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Nous allons voir mainteDant si réciproquement une droite réelle, 
située à distance finie, représentée par une équation de la forme 

(9) Y = cx + d 

dans laquelle c et d constituent une solution du système formé 
par les équations (3) et (8], peut toujours être considérée comme 
une asymptote de la courbe (i) et si elle est toujours asymp- 
tote à une branche réelle. 

Soit $ une des racines de l'équation (7) ou (5) qui tend vers d 
lorsque x croit au delà de toute limite ; formons l'équation 

(10) y — car = 5 

il résulte de la façon même dont on a obtenu Téquation (5) que 
cette équation (10) représente une branche de la courbe (1). Cette 
branche admet comme asymptote la droite (9), car si nous faisons 
la différence des ordonnées de deux points de la droite et de la 
courbe, qui correspondent k une même abcisse, nous avons 

d— a 

qui devient nulle pour x infini. 

Si a est réel, la droite (9) sera réellement asymptote à une 
branche de la courbe (i). S'il n'en est pas ainsi, nous convien- 
drons de considérer encore la droite (9) comme une asymptote 
de la courbe (i), mais nous dirons qu'elle est asymptote à une 
branche imaginaire de cette courbe. 

Si maintenant nous convenons de considérer une droite de la 
forme (9}, dans laquelle c et d constituent une solution du sys- 
tème (3), (8), comme une asymptote de (i) lors même que cette 
droite serait imaginaire ou rejetée k l'infini, nous pourrons énon- 
cer le théorème suivant : 

Théorème. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une droite non 
parallèle à Vaxe des y, et représentée par une équation de la forme 

Y==cx + rf 

soit asymptote à la courbe (i), c'est que c eM constituent une solu^ 
tion du système 

?„,( I , c) = o 

F((/,c)r=o. 
ISIDER et WeILL. 20 
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DÉTERMINATION DU NOMBRE DES ASYMPTOTES PARALLÈLES A UNE MÊME 

DIRECTION. 

Reprenons l'équation (7) en 5 

, (7) «?:„(.,c)+?_.(.,c)+i[^*;;.(,,c)+j,;_,(.,c)+,_,(.,c) 

nous obtiendrons, comme nous l'avons dit précédemment, les 
ordonnées à l'origine des asymptotes de coefficient angulaire c^ 
en résolvant l'équation 

(8) F(d,c)=:o 

que nous obtenons en faisant croître x indéOniment en valeur 
absolue, dans l'équation (7). 
Examinons les différents cas qui peuvent se présenter : 
i** c est une racine simple de Téquation (3), on a par consé- 
quent y' (i, c) différent de zéro. Nous supposerons d'abord que 

cette racine est réelle; s'il existe une asymptote de coefOcient 
angulaire c, lorsque x croîtra indéfiniment en valeur absolue, 
l tendra vers une limite finie d; tous les termes de l'équation (7) 
à partir du second, tendront alors vers zéro, et d sera par con- 
séquent une racine de l'équation 

cette équation nous donne pour d une valeur réelle, unique et 
finie, par conséquent il y a dans ce cas une seule asymptote de 
coefficient angulaire c. Si c est imaginaire, d'après une convention 
déjà faite, nous considérerons la droile y = cj:4-rf, obtenue en 
prenant pour d la valeur tirée de (11), comme une asymptote 
imaginaire ; 
a** c est une racinedouble de l'équation (3); on aalorsfp' (i , c) = o. 

Deux cas peuvent se présenter suivant que y _ (i, c) est diffé- 
rent de zéro, ou est égal à zéro. Supposons d'abord que 7 (i > 

est différent de zéro ; nous voyons que dans ce cas il n'y a pas 
d'asymptote de coefficient angulaire c. En effet s*il en existait 
une, X croissant indéfiniment en valeur absolue, devrait tendre 
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vers une limite finie rf, tous les termes de 1 équation (7) h partir 
du second tendraient vers zéro, et Ton devrait avoir 

s (i,c) = 

ce qui est contraire à Thypothèse. Nous dirons cependant dans 
un but de généralisation qu'il y a dans ce cas deux asymptotes 
de coefficient angulaire c, mais qu'elles sont rejetées à Tinfini. 
Voici comment nous y sommes amené : supposons que l'équa- 
tion (3) n'admette pas deux racines égales à c, mais deux racines 
f , et c, difi'érant très peu de c. Nous aurons alors deux asymptotes 
de coefficients angulaires c^ et Cj, et dont les ordonnées à l'ori- 
gine rf| et d^ seront fournies par l'équation (11). Pour chacune 
des racines Cj etCj, y' (i, c) est très voisin de zéro; alors les 
valeurs d^ et d^ fournies par l'équation (11) seront très grandes en 
valeur absolue. Si maintenant nous faisons tendre c^ et c, vers c, 
ces valeurs c^j et d^ iront en croissant en valeur absolue au delà 
de toute limite, nous dirons que quand c^ et c, deviennent égaux 
à c, les deux asymptotes sont rejetées h l'infini. 

Nous supposons dans ce qui précède que c est une racine réelle ; 
si c est une racine imaginaire de (3), nous dirons encore, d'après 
une convention déjà faite, que la courbe admet deux asymptotes 
de coefficient angulaire c, rejetées à l'infini. 

Considérons maintenant le cas où » . (i» ^) est nul en même 
temps que ç' (i, c), Téquation (7) devient alors 



î[i<„(''«)+2?„_.('.o+'p„_,('-c)] 

nous pourrons alors diviser les deux membres de l'équation 



par - , et nous aurons l'équation 

s» 



+^[^'j'''^)+^:-.(''^)+«c('''^)+i'„j'.<^)]+-=«- 

S'il existe une asymptote de coefficient angulaire c, on devra pou- 
voir déterminer une j^raleur finie de d, telle que l'on ait 



1 
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Puisque c est une racine double de (3) f" (i,e) est différent de 
zéro, par conséquent Téquation (12) n'admet pas de racines infi- 
nies. Si les deux racines de cette équation sont réelles et iné- 
gales, il y a deux asymptotes de coefficient angulaire c ; si elles 
«ont égales, et si d^ est leur valeur commune, nous dirons qull 
y a deux asymptotes de coefOcient angulaire c confondues sui- 
vant la droite 

y = cjr + di; 

-si elles sont imaginaires, nous dirons, par convention, qu*il y a 
<deux asymptotes imaginaires de coefficient angulaire c. 

Si c était une racine imaginaire de (3), on dirait, d'après la 
même convention, que la courbe considérée admet deux asymp- 
totes imaginaires de coefficient angulaire c dont les ordonnées à 
l'origine sont fournies par l'équation (12). 

3* c est une racine triple de (3) ; on a par conséquent 

• (I,C) = ip'(l, C) = ç'(l,c)r=o. 



m* ' 'm* ' 'm' 



Plusieurs cas peuvent se présenter. 

Supposons d*abord que 7 _ (i»^) soit différent de zéro. En 

raisonnant comme nous l'avons fait dans la première partie du 
cas précédent, nous sommes amené à dire qu'il y a trois asymp- 
totes de coefficient angulaire c, mais qu'elles sont rejetées à 
l'infini. Il en sera ainsi, par convention, pour des valeurs réelles 
ou imaginaires de c; supposons que o^_^ (i,c) soit nul, mais 

que ff* _ (i,e) soit différent de zéro. Nous voyons que l'équa* 

tion (7) est alors de la forme 

s'il existe dans ce cas une asymptote de coefficient angulaire c, 
on devra pouvoir déterminer une valeur finie de d telle que l'on 
Ait 

Cette équation, d'après l'hypothèse, nous donne pour d une valeur 
réelle unique et finie, par conséquent il y a dans ce cas une seule 
asymptote de coefficient angulaire c. Nous allons montrer que 
dans ce cas nous sommes encore amené à dire qu'il y a trois 
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aBymptotes de coefficient angulaire c, mais que deux sont 
rejetées à Tinfini. Supposons pour cela que Téquation (3) n'ad- 
mette pas trois racines égales h c, mais deux racines égales à c^ et 
une à c,, c^ et c^ différant très peu de c. 

Puisque c, est une racine double de (3), on a 3'(i,c^)=:o, et 
comme Cj est différent de c, on a ç _ («i O différent de zéro^ 
Alors, d*après un raisonnement précédent, il y a deux asymptotes- 
de coefficient angulaire c^ rejetées à Tinfini. Il en est de même h 
la limite lorsque c^ deviendra égal h c. 

Quant à Tasymptote correspondant au coefficient angulaire c^ 
qui tend vers c, elle se confond à la limite avec l'asymptote située- 
à distance finie trouvée précédemment. 

Nous sommes donc amené h dire qu'il y a trois asymptotes de 
coefficient angulaire c, dont deux sont rejetées à l'infini. 

Considérons maintenant le cas où 9' {i,e)=:o^ et où 
9 ' _ (t, c) est différent de zéro. 

Il n'y a pas dans ce cas d'asymptote de coefficient angulaire c. 

En effet, s'il en existait une,| x croissant indéfiniment en va- 
leur absolue, t devrait tendre vers une limite finie d^ tous les 
termes de Téquation (7) à partir du troisième tendraient vers zéro, 
et l'on devrait avoir * 

ce qui est contraire à Thypothèse. Nous disons cependant qu'il y 
a encore trois asymptotes de coefficient angulaire c, mais qu'elles 
sont rejetées à l'infini. Pour montrer comment nous sommes 
amené à le dire, nous n'aurons qu'à répéter ce qui précède im- 
médiatement; seulement, comme dans le cas actuel o' (1,0) 
est nul, la troisième asymptote se trouve aussi rejetée à l'infini. 

Enfin considérons le cas où « ( i , c] = o. 

L'équation (7) prend alors la forme 

Nous pouvons diviser les deux membres de l'équation par 

-r, et nous aurons l'équation 

If*" 



^T;{'.c)+^9:_.('.c)+fi?:_,(i,c)+?^_/i,c) 
+îLt:(''^)+ ]+ =- 
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S*îl existe une asymptote de coefficient angulaire c, on devra 
pouvoir déterminer une valeur finie de d telle que Ton ait 

Puisque c est une racine triple de (3), 9" (i^c) est difi'érent de 

zéro, et Téqualion (14) n'admet pas de racines infinies. 

Si les trois racines de Téquation (14) sont réelles, nous aurons 
trois asymptotes de coefficient angulaire c. Si deux des racines 
sont imaginaires, nous conviendrons de dire que la courbe consi- 
dérée admet encore trois asymptotes de coefficient angulaire c, 
mais que deux de ces asymptotes sont imaginaires. 

D'après une convention déjà faite, nous maintiendrons égale- 
ment toutes les conclusions précédentes dans le cas où c serait 
une racine imaginaire de (3). 

4® En continuant toujours de la même façon, nous serons 
amené à énoncer le théorème suivant : 



Théorème. 

Si c e$t une racine multipfé de degré p de multiplicité de Véqua- 
tion ff [i^c)=o^il y a p asymptotes, réelles ou imaginaires , dis- 
tinctes ou confondues, à distance finie ou rejetées à Fin fini, de coef- 
ficient angulaire c. 

Le mode même du raisonnement employé précédemment nous 
permet d'énoncer aussi le théorème suivant : 



Théorème. 



S^il existe p asymptotes de coefficient angulaire c, réelles ouima- 
ginaires, distinctes ou confondues, à distance finie, ou rejetées à 
Vinfini, c est une racine multiple de degré p de multiplicité de 
t équation ç (i,c) = o. 



Théorème. 



Une courbe algébrique de degré m admet m asymptotes réelles 
ou imaginaires, distinctes ou confondues, à distances finies ou reje- 
tées à F infini. 
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L'équation qui nous donne les coefficients angulaires des 
asymptotes non parallèles k Taxe des y est 

(pJi,c) = o 

qui est au plus du degré m. On voit donc que le nombre des di- 
rections distinctes des asymptotes d'une courbe algébrique est li- 
mité ; par conséquent, en choisissant convenablement la direction 
de Taxe des y, on pourra faire que la courbe considérée n'ait pas 
d'asymptotes parallèles h Taxe des y. 
Dans ce cas, l'équation 

qui est du degré m, nous donne les coefficients angulaires de 
toutes les asymptotes. Il résulte alors d'un théorème précédent 
sur le nombre des asymptotes qui correspondent à une racine 
multiple de l'équation ^ (i,c)=o, qu'il y aura m asymptotes, 

réelles ou imaginaires , distinctes ou confondues, à distances 
finies ou rejetées à l'infini. 
Remarque. Si k est le degré de l'équation 9 (i,c) = o, il y aura 

k asymptotes non parallèles à l'axe des y, et par suite m — k 
asymptotes parallèles à l'axe des y. L'équation qui nous donne 
les asymptotes parallèles à Taxe des y, s'obtient en égalant à zéro 
le coefficient de la plus haute puissance de y. Si / est le degré de 
cette équation, il y aura asymptotes parallèles h l'axe des y. Si / 
n'est pas égal à m — k, nous dirons, à Taide de considérations 
déjà indiquées, qu'il y a toujours m — k asymptotes parallèles à 
l'axe des y, mais que m — k — / de ces asymptotes sont rejetées à 
l'infini. 

Théorème. 

On obtient P équation des parallèles aux asymptotes menées par 
C origine en égalant à zéro l'ensemble des termes du plus haut 
degré. 

Considérons l'équation 

f (i,c) = o 

qui nous donne les coefficients angulsûres des asymptotes non 
parallèles à l'axe des y. Si dans cette équation, que nous suppo- 

sons de degré A:, nous remplaçons c par ^, et si nous chassons les 
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dénominateurs, nous aurons une équation entière et homogène, 

qui représente évidemment les parallèles aux k asymptotes non 
parallèles à Taxe des y. Si 9 (i,c) est de degré A:, c'est que le 

terme qui renferme j/ et la plus haute puissance est de la forme 

y X , par conséquent dans l'ensemble des termes du plus haut 

degré, nous pourrons mettre x en facteur; nous pourrons 
écrire 

nous voyons par suite que l'équation 

représente les parallèles aux k asymptotes, non parallèles à Taxe 
des y, et les parallèles aux m^k asymptotes, parallèles à l'axe 
des y. 

DÉTERMINATION DU NOMBRE DE BRANCHES RÉELLES ASYMPTOTES A UNE 
DROITE ,y = Ca? + dNON PARALLÈLE A l'aXE DES y. 

On suit une marche analogue à celle qui a été indiquée pour 
les asymptotes parallèles à Taxe des y. On détermine le nombre 
des racines réelles de l'équation (7) en 5 qui tendent vers rf, soit 
par des valeurs décroissantes, soit par des valeurs croissantes. 

Théorème. 

Le nombre de branches réelles d^une courbe algébrique asymp- 
totes à une droite quelconque est toujours pair. 

Le théorème a été démontré pour une asymptote parallèle à 
l'axe des y, et comme on peut prendre un axe des y parallèle à 
une quelconque des asymptotes, 11 en résulte que le théorème est 
démontré pour une quelconque des asymptotes. 

INTERSECTION D'UNE COURBE ALGÉBRIQUE ET d'uNE QUELCONQUE DE SES 

ASYMPTOTES. 

Nous savons que nous pouvons mettre l'équation de la courbe 
sous la forme 

<') ^"'m(''|)+^"'"V™-.('.f) + =«• 
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Soit c, une racine réelle de Téqualion 

ç (I,C) = 



m 

et 



(a) y = cx + d 

Téquation d'une asymptote réelle parallèle à cette direction. For- 
mons Téquation aux abscisses des points d'intersection de la 
courbe et de l'asymptote ; pour cela de (7) nous tirons 

y , ^ 

X X 

en remplaçant dans (i), nous aurons 

en développant, nous aurons 

(3) Aj'»c)+ar'""'|d(p;;^(i,c) + y^_^(i,c)]+ = 0.' 

Si l'équation qui donne les ordonnées à Torigine des asymptotes 
de coefficient angulaire c est 

ff\ » (P)/ X I » c»-*) . 

(î) — ;q> (l,c)-*-, r>^ + =« 

^^ p/,n ^ ' ^ • (p_,);'m-l ' 

tous les coefficients de l'équation (3) jusques et y compris le 

coefficient du terme en x seront nuls, cette équation ad- 
mettra p+ 1 racines infinies. Dans ce cas, l'asymptote considé- 
rée rencontre la courbe en p + 1 points rejetés à l'infini et en 
m — p — I points à distance finie. 

INTERSECTION D'uNE COURBE ALGÉBRIQUE ET d'uNE DROITE PARALLÈLE 

A l'une DE SES ASYMPTOTES. 

Soit 

(5) y.= cx + d^ 

l'équation d'une parallèle à l'asymptote (a). En raisonnant 
comme précédemment, nous aurons pour l'équation aux abs- 
cisses des points d'intersection die la courbe (i) et de la droite (5), 
l'équation 

(6) /y^(i,c)-i-x"*'"*[rf,7;ji,c)-j-7^^_^^(i,c)]-f- =0. 
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Si Téquation qui donne les ordonnées à l'origine des asymp- 
totes de coefficient angulaire c est Téquation (Ot tous les coeffi- 
cients de Téquation (6) jusqu'à mais non compris le coefficient du 

terme en x sont nuls, alors cette équation (6) a p racines 
infinies. Il en résulte que la droite (5) parallèle à l'asymptote (2) 
rencontre la courbe en p points rejetés à l'infini et en m — p points 
à distance finie. 



EXPRIMER qu'une DROITE EST ASYMPTOTE A UNE COURBE ALGÉBRIQUE. 

Si l'équation qui donne les ordonnées à l'origine des asymp- 
totes parallèles à la droite donnée est l'équation (4), on exprimera 
que cette droite est asymptote, en écrivant qu'elle rencontre la 
courbe en;>+i points rejetés h l'infini, c'est-à-dire en écrivant 
que les p-\- 1 premiers coefficients de l'équation (3) sont nuls, ce 
qui donnera p + i équations de condition. 

APPLICATION DES THÉORIES PRÉCÉDENTES A LA 
RECHERCHE DES ASYMPTOTES DANS LES COURBES DU 

SECOND DEGRÉ 

Premier cas. — Nous considérons d'abord le cas où l'équation 
est mise sous forme entière ; elle est alors de la forme 

(i) Ax*-f aBj:y + Cj;* + 2Dx + aEy + F = o; 

nous subdiviserons ce premier cas en trois autres, suivant que 
la courbe représentée par l'équation (i) sera du genre ellipse, 
du genre hyperbole, du genre parabole. 

I. Genre ellipse B* — AC < o. 

Nous savons que dans ce cas les coefficients A et C sont diffé- 
rents de zéro; il en résulte qu'il n'y a pas d'asymptotes parallèles 
aux axes de coordonnées. Les coefficients angulaires des asymp- 
totes sont donnés par l'équation 

(a) Cc» + 2Bc + A=o. 

Puisque B* — AC est négati/, les racines de cette équation sont 
imaginaires ; donc dans les lignes du genre ellipse, il n'y h pas 
d'asymptotes réelles. 

II. Genre hyperbole B' — AC>o. 
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i** Nous supposerons d'abord que le coefficient C est dîfTérent 
de zéro ; il en résulte qu'il n'y a pas d'asymptotes parallèles à 
Taxe des y. Les coefficients angulaires de toutes les asymptotes 
sont alors les racines de l'équation (2). 

Par hypothèse B* — AG est positif, les racines de l'équation (2) 
sont alors réelles et inégales. Nous savons que dans ce cas il y 
aura deux asymptotes réelles, à distance flnie, dont les ordon- 
nées à l'origine seront données par l'équation 

(3) rf?l('»0 + f^ (i,c) = o, 



m* ' 'm— 



dans laquelle on remplacera successivement c par chacune des 
racines de l'équation (2]. Nous avons 

ç;^{i,c) = 2Cc + 2B, 7^^/v',c) = 2D + 2Ec; 

en remplaçant dans l'équation (3) nous aurons 

rf(Cc+B) + D + Ec=:o, 

d'où nous tirons 

D + Ec 



('*) d = 



Cc + B 



De sorte que si nous désignons par c^ et c^ les racines de l'équa- 
tion (a), les équations des deux asymptotes de L'hyperbole seront 

Ec, + D Ec, + D 

Théorème. 

Les asymptotes de V hyperbole passent par le centre de la courbe. 

Si nous prenons en particulier des axes de coordonnées passant 
par le centre de la courbe, nous savons que l'équation de la courbe 
ne renferme pas de termes du premier degré, alors on a D=o, 
E = o; par suite la formule (4) nous donnera pour les deux 
valeurs c, et c, de c, rf:=o, c'est-à-dire que les asymptotes 
passent par l'origine, qui est le centre de la courbe. 

Théorème. 

Les asymptotes de Vhyperbole sont les diamètres singuliers de la 
courbe. 
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Si nous désignons par c' et d* les racines de Téquation 

nous savons que les diamètres singuliers de Thyperbole sont 
représentés par les équations 

(5) /:+«r,=«> (6) /:+«7;=o. 

La droite (5), comme nous le savons, est une droite passant par 
le centre de la courbe et ayant comme coefficient angulaire d ; 
mais c*est précisément le coefficient angulaire d'une des asymp- 
totes dé l'hyperbole ; alors comme les asymptotes passent aussi 
par le centre, nous voyons que le diamètre singulier (5) est une 
des asymptotes de Thyperbole. On voit de même que le deuxième 
diamètre singulier (6) est la seconde asymptote de Thyperbole. 
Nous pourrons par conséquent représenter les asymptotes de 
l'hyperbole par les équations (5) et (6). 

ÉQUATION QUADRATIQUE DES ASYMPTOTES DE L'HYPERBOLE. 

Si nous désignons par cf et c' les deux racines de l'équation (a), 
il résulte de ce qui précède que l'équation qui représente les 
deux asymptotes de l'hyperbole est 

{f:+c'Q[f:+c'Q=o 

ou 

(7) r;-hf/y+c)+c^c'ç^o 

mais comme c' et c" sont les racines de l'équation (a), nous avons 

^ C c 

en remplaçant dans l'équation (7), nous aurons pour l'équation 
cherchée 

(8) c/;-2B/'r+A/';=o. 

ÉQUATION DES PARALLÈLES AUX ASYMPTOTES MENÉES PAR l'ORIGINB. 

D'après un théorème général, nous avons l'équation 
(9) Aar' + aBa:y-j-Cy' = o 
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obtenue en égalant à zéro l'ensemble des termes du second 
degré. 

Les axes de V hyperbole sont les bissectrices des angles formés par 
les asymptotes. 

L'équation des parallèles aux axes menées par Torigine est 

(10) Bx* + (A — C)ary— By« = o; 

l'équation des parallèles aux asymptotes menées par l'origine 
est (9). 

D'après ce qui a été dit dans la théorie de la ligne droite, nous 
savons que les deux droites (10) sont les bissectrices des angles 
formées par les deux droites (9), c'est-à-dire que les parallèles 
aux axes menées par l'origine sont les bissectrices des angles 
formés par les parallèles aux asjrmptotes menées pa,r l'origine ; il 
en résulte que les axes eux-mêmes sont les bissectrices des angles 
formés par les asymptotes. 

Hyperbole équilatère. — On dit qu'une hyperbole est équilatère 
lorsque les deux asymptotes de la courbe sont perpendiculaires 
entre elles. 

Les coefQcients angulaires des asymptotes sont les racines c' 
et c' de l'équation (2) ; si nous écrivons que les deux droites sont 
perpendiculaires entre elles, nous aurons 

,+cV' + (c' + Ocose=o, 

et en remplaçant &c' et c' -}- c' par leurs valeurs, nous aurons la 
condition 

(11) A-f-C — aBcos6 = o, 

qui exprime que l'hyperbole représentée par l'équation (i) est 
équilatère. Dans le cas particulier des axes rectangulaires, la 
condition (11) devient 

A + C = o. 

a® Supposons maintenant que le coefiàcient C soit égal à zéro ; 
alors comme nous supposons que l'équation du second degré 
représente une ligne du genre hyperbole, B sera essentiellement 
différent de zéro ; nous aurons ^'équation 

Ax» + aBxy + tDx + aEy + F = o. 
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Dans ce cas il y a une asymptote parallèle à Taxe des y; pour 

déterminer son équation, nous écrirons Téquation de la courbe 

de la manière suivante : 
I 

2(Bx + E)y + Aar* + aDo; + F = o. 

Nous savons diaprés la théorie générale, que Téquation quircpré- 
sente Tasymptote parallèle à Taxe des y est 

2(Bx + E) = o, 
c'est-à-dire 

(") r=o. 

Déterminons maintenant Tasymptote non parallèle à Taxe 
des y : son coefficient angulaire est la racine de Téquation 

(i3) 2Bc + A = o. 

Si nous désignons par c' la racine de cette équation, en rai- 
sonnant comme nous l'avons fait dans le cas précédent, nous 
verrons encore que nous pouvons mettre Téquation de l'asymp- 
tote correspondante sous la forme 

Je remarque que Téquation (i3) est Téquation (2) dans laquelle 
on a fait G= o ; nous pouvons dans ce cas considérer Téqua- 
tion (a) comme admettant une racine infinie. Or le coefficient 
anguhiirede Tasymptole (12) qui est parallèle h l'axe des y, est 
l'infini, nous pouvons dire alors que dans ce cas l'équation (a) 
nous donne encore les coefficients angulaires des deux asymp- 
totes. Comparons l'équation (12) de l'asymptote parallèle à l'axe 
des y à l'équation 

» X ' 'y 

nous voyons que si dans cette dernière équation nous faisons 
€" = <» y nous avons l'équation (12). 
Nous pouvons dire alors que dans tous les cas l'équation 

r+cr=o 

nous donnera l'équation de l'asymptole de coefficient angu- 
laire c; par suite l'équation (8) nous donnera dans tous les cas 
les deux asymptotes de l'hyperbuic. 
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Nous voyons que si en même temps que Ton a C = o, on a 
aussi E = o, Téquation de Tasymplole parallèle à Taxe des y sera 

ou 

a:==o 

c'est-à-dire que dans ce cas l'axe des y lui-même est une asymp- 
tote . 

En raisonnant d'une façon analogue, on voit que si le coeffi- 
cient A est nul, l'équation (a) a une racine nulle, et alors une des 
asymptotes est parallèle k l'axe des x. Son équation est 

2(By + D)=:o 
ou 

on voit que si D = o, l'équation de l'asymptote se réduit à 

ou 

yz=o 

c*est-à-dire que dans ce cas Taxe des x lui-même est une asym) - 
lote. On voit d'après ce qui précède que l'équation d'une hyper- 
bole ayant comme asymptotes les deux axes de coordonnées 
sera 

a?y = K. 

III. Genre parabole B* — AG=o. 

Les deux racines de l'équation (2) sont alors égales & — - . Nous 

considérerons d'abord le cas où le coefficient G est différent de 
zéro. 

Nous subdiviserons ce premier cas lui-même en deux, suivant 
que l'équation (i) représente une parabole proprement dite ou 
un système de deux droites parallèles. 

Supposons en premier lieu que la courbe (1) soit une parabole 
proprement dite. 
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La racine double c= — - de Téquation (a) est une racine de Té- 
quation ^' (i,c) = o; donc dans ce cas le coefficient de d dans 
Téquation (3) est nul. Je dis maintenant que ?^_,(*»^) est diffé- 
rent de zéro, c'est-à-dire que 

a(D + Ec)^o 
ou 

D + Ec>o. 

Si dans D-{-Ec nous remplaçons c par sa valeur — -t, nous 

Là 

avons : 

^ EB CD — BE 

D_- ou — ^_. 

Si ce résultat était nul, on aurait CD — B£=:o, et alors Féqua- 
tion (i) représenterait un système de deux droites parallèles, ce 
qui serait contraire à Thypothèse ; on a donc bien 

Il n*y a donc pas de valeur d satisfaisant à Téquation (3), par 
conséquent il n'y a pas d'asymptotes parallèles à la direction de 
coefficient angulaire c. Nous disons cependant qu'il y a deux 
asymptotes parallèles à cette direction, mais qu'elles sont rejetées 
à, l'infini. Imaginons en efi*et que B* — AG soit différent mais très 
voisin de zéro, il y a alors deux asymptotes à distance finie, dont 
les ordonnées à l'origine sont fournies par l'équation (3) pour 
les valeurs de c racines de l'équation (a) ; mais si nous faisons 
tendre B* — AGvers zéro, en même temps que les deux asymptotes 
tendront k devenir parallèles, les ordonnées à l'origine, iront 
en croissant en valeur absolue au delà de toute limite, et nous 
disons qu'à la limite pour B'— AG=o, il y a deux asymptote^ 

B 

parallèles rejetées à l'infini. — ^ est le coefficient angulaire de 

l'axe de la parabole, nous pouvons donc dire que les deux 
asymptotes qui sont rejetées à l'infini sont parallèles à l'axe de 
la parabole. 

Supposons en second lieu que la courbe se compose de deux 
droites parallèles. Alors d'après cq qui précède on a aussi 
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cp^_^ (i, t)=o, et Téquation qui nous donne les ordonnées à Tori- 
gîne des asymptotes est 

ou 

(i5) Crf^ + Erf + F = o. 

Nous voyons que cette équation (i5) est aussi celle qui nous 
donne les ordonnées à Torigine des deux droites parallèles re- 
présentées par l'équation (i). 

Nous savons, d'après la discussion générale du second degré, 

que le coefficient angulaire de ces deux droites parallèles est — -, 

donc dans ce cas les deux asymptotes sont précisément les deux 
droites représentées par Téquation du second degré (i). 

Considérons maintenant le cas où G=o. 

Puisque Téquatjon du second degré représente une ligne du 
genre parabole on aura B = o, l'équation sera alors de la forme- 

(i6) Aar* + 2Djr + 2E,y + F = o. 

Je suppose d'abord que Ë soit différent de zéro; alors Téqua- 
tion (16) représente une parabole proprement dite. Dans le cas 
actuel fin(i,e) se réduit à la constante A; il n'y a donc pas d'a- 
symptotes non parallèles à Taxe des y, le coefficient de la plus 
haute puissance de y est aussi une constante, il n'y a donc pas 
non plus d'asymptotes parallèles à l'axe des y. Je dis cependant 
qu'il y a deux asymptotes parallèles à l'axe des y, mais qu'elles 
sont rejetées à l'infini. Imaginons en effet que dans l'équation (i3) 
nous fassions tendre B vers zéro ; la racine de cette équation tendra 
vers l'infini et l'asymptote représentée par l'équation (14) tendra 
à devenir parallèle à l'axe des y; en même temps que cette droite 
deviendra parallèle à l'axe des y elle s'éloignera à l'infini. Je vois 
de même que B tendant vers zéro, l'asymptote parallèle k l'axe 
des y représentée par l'équation (12) s'éloigne à l'infini. L'équa- 
tion (16) représente une parabole dont l'axe est parallèle à l'axe 
des yy nous pouvons donc dire que les deux asymptotes qui sont 
rejetées à l'infini sont parallèles à l'axe de la parabole. 

Dans les cas où B et G sont nuls, nous pouvons considérer l'é- 
quation (a) comme ayant deux racines infinies, par conséquent 

Imber et Weill- 21 
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dans le cas actuel , Téquation (2) nous donne encore les coefB* 
cients angulaires des asymptotes. 

Supposons maintenant que Ton ait E =0. 

L'équation du second degré se réduit à 

elle représente deux droites parallèles à Taxe des y qui se con- 
fondent avec les asymptotes, comme nous Tavons vu dans le cas 
précédent. 

Dans ce cas encore Téquation (2) nous donne les coefficients 
angulaires des asymptotes. 

Deuxième cas. Considérons maintenant le cas où Téquation est 
résolue par rapport à y. 

D'après ce qui précède il n'y a lieu de se préoccuper de la 
question que dans le cas où l'équation représente une hyper- 
bole. 

Nous subdiviserons ce cas en deux suivant que la valeur de y 
est irrationnelle ou non. 

1** Supposons d'abord que la valeur de y soit irrationnelle, l'é- 
quation est alors de la forme 



yz=zax-\-h± \Jlx^ -\- ipx + q 

8 est ici une quantité essentiellement positive comme nous l'avons 
vu dans la discussion générale, nous poserons 

nous aurons alors l'équation 



(i) y = ax-{-b±L \U^x^ -\- 2px + q. 

Prenons d'abord le signe -f devant le radical et considérons 
Téquation 

(a) y = ax-\-ù-\- \'t*x^ -j" ^P^ + î* 

Je construis le diamètre AB représenté par l'équation 

En partant de l'équation (2) nous aurons du côté des abscisses 
positives une branche de courbe s'étendant k l'infini comme l'in- 
dique fi9 nous la nommerons la branche I; nous aurons égale- 
ment du côté des abscisses négatives une branche de courbe que 



, 
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nous nommerons la branche II, et 6*étendant à l'infini comme 
rindique /,. Nous allons déterminer les asymptotes k ces branches 
de courbes. 
Occupons-nous de la branche I. 

/f 




n 



g. lai. 



Déterminons d*abord le cotticient angulaire de Tasymptote cor- 
respondante, de (2) nous lirons 



- — fl-j j 

Si nous faisons croître x au delèide toute limite par des valeurs 
positives, nous aurons pour le coefficient angulaire de l'asymp- 
tote & la branche I : 

Déterminons maintenant l'ordonnée à l'origine correspondante. 
Nous avons 



y — ex = ax* + 6 -f- V ^^'^^ 4~ ^P'^ ~\~9 — ^•^ — ^^ 



ou 



y — ex = à -j- V t^x^ -\- 'Jipx 4-rj — Ix; 



nous aurons alors 



lim (y — cx) = b-{- lim [)/t^x* + ipx + g 

ipx-{-q 



— tx] 



= ô + lim 



\jt^x^ + 'ipx + q-[-tx 



d=b + 



t 
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Nous aurons alors comme équation de Tasymptote qui corres- 
pond à la branche I : 

(3) y^ax + b + (^tx + ^y 

Occupons-nous maintenant de Tasymptote à la branche de 
courbe II. 
Nous avons trouvé précédemment 



XX X 



si nous donnons h x des valeurs négatives croissant en valeur 
absolue au delà de toute limite, nous aurons pour le coefficient 
angulaire de Tasymptote considérée : 

c = a — t. 
Déterminons l'ordonnée h Torigine correspondante ; nous avons 



y — cx = b-\- \/t^x^ + '^P^ + ç + /a? 
nous aurons alors 



rf= lim (y — ca?) = ô + lim [\/t^x* + ^px + q-\-tx] 

^t^X^ + 2pX -f- ^ + ^X 

ou 

Nous aurons alors comme équation de Tasymptote qui cor- 
respond à la branche II 



Cl) y = ax + b--(^tx+^y 



Si dans l'équation (i) nous prenons le signe — devant le ra- 
dical, nous aurons Téquation 



y = ax-{-b — V^<*x* -(- a/?a? + q. 

Kn parlant de cette équation nous avons du côté des abscisses 
positives une branche de courbe III, s'étendant à Tinfini comme 
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rindique f^ et du côté des abscisses négatives, une branche de 
courbe lY s'étendant à Tinfini comme Imdique f^. 

En raisonnant comme précédemment, nous trouvons comme 
asymptote à la branche III la droite (4) et comme asymptote à la 
branche IV la droite (3). 

2^ Supposons maintenant que la valeur de y soit rationnelle. 
Gomme nous Tavons vu dans la discussion générale, Téquation 
est alors de la forme 

(>) y = ax + b + 



cx'\-d 



La droite parallèle à Taxe des y, représentée par l'équation 
c.r+ rf= est une asymptote; en effet pour la valeur finie de ar, 

j? = , Téquation (5) nous donne pour jy^une valeur infinie. 



c 
La droite 



(6) ij^ = ax + b 

est la seconde asymptote ; en effet, si nous faisons la différence 
des ordonnées y et y^ nous avons 

H 



.y— yi= 



cx-^d 



et nous voyons que cette différence tend vers zéro, lorsque x croit 
en valeur absolue au delà de toute limite. 



Théorème. 

On peut considérer une asymptote à une branche de courbe * 
algébrique comme la position limite d'une tangente à la branche 
considérée^ lorsque le point de contact de cette tangente s'éloigne à 
l'infini. 

Soit 

(i) /lar,y) = o 

Téquation de la courbe à laquelle appartient la branche con- 
sidérée. 
L'équation de la tangente en un point (x, y) de cette branche est 
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La courbe étant algébrique nous pouvons écrire le premier 
membre de 1 équation (i) de ]a manière suivante: 

si nous le rendons homogène, nous aurons : 

(a?,;/,2) = /VJar,y)+27^_^(x,y) + z»f^^_^^(x,y) + 

nous aurons pour les dérivées partielles : 

Nous savons que les dérivées partielles des fonctions homogè- 
nes de degré m sont d^s fonctions homogènes du degré m — i , 
alors nous pourrons écrire 

'•>'-'c('.|)+»-»:.,.(-|)+-«-v._„(..â+- 

';=''"':,('-l)+"-*<-,.("î)+'''""*»-..(-i)+- 
^;='-v..,(,.î)+.„-^_.(„l)+... 

Nous aurons alors pour le coef&cient angulaire et Tordonoée ^ 
Torigine de la tangente (a) 



r 









et 

_/. _ , '■ .('■i)+7>-.(''i)+- 

''''■ v.(..|)+|t:_,,(.,|)+... 

Si nous supposons maintenant que le point (x, y) s*éloigne à 
Tinfinl sur la branche de courbe, si nous rappelons que dans ce 

cas lim '- = €,€ désignant le coefQcient angulaire de l'asymptote 

X 
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à la branche considérée, et si nous faisons Z = :; = i ; nous au- 
rons comme limites du coefficient angulaire de la tangente et de 
son ordonnée à Torigine 

(3) lim(-^^ =-lr^' 






et 



/ r\ o (i,c) 

D'après le théorème d'Euler, nous avons 



ou 



et en divisant les deux membres par ^r" 

^m-^X x) ar »"v\ xj ^»'\ xj 

Si maintenant nous faisons tendre x vers rinfini, nous aurons ^ 
la limite 

d*où nous tirons 

ce qui nous montre d'après la formule (3) que la limite du coef- 
ficient angulaire de la tangente est le coefficient angulaire de 
de Fasymptole. 
Si nous remarquons maintenant que 9' ('> ^) est identique à 

ce que nous avons représenté par 9' (i, c) dans la théorie des 

asymptotes, nous pourrons écrire la formule ('1) de la manière 
suivante : 
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c'est-à-dire que la limite de rordonnée h Torigine de la tangente 
•est Tordonnée à rorigine de Tasymptote. 

Nous pouvons démontrer un théorème plus général qui est le 
suivant : 

Théorème. 

Lorsque la tangente à une branche de courbe tend à occuper une 
position limite bien déterminée quand son point de contact s*éloigne 
-à l'infini, cette position limite se confond avec r asymptote à la 
-branche de courbe considérée. 

Nous pouvons supposer pour la démonstration que l'asymptote 
•à la branche considérée n*est parallèle à aucun des axes de coor- 
données, car si cela n'était pas, nous pourrions nous ramener à 
•ce cas par un changement d'axes. 

Nous avons comme équation de la tangente en un point {x,y) 

-ou 

(i) Y=:y'X + y~xy'; 

l'asymptote h la branche de courbe considérée comme équation 

Y = cX + rf. 



Nous savons que 



c = \\m'^ 

X 



ipour X infini. Or pour x infini, y est aussi infini, et le rapport - à 

X 



QO 

•aurons : 



la forme illusoire-^; en appliquant la règle de L*H6pital nous 



c = lim^=lim-^ = limy' 

X I 

•c'est-à-dire que la limite du coefficient angulaire de la tangente, 
•est le coefficient angulaire de l'asymptote. Cette démonstration 
exige que y' tende vers une limite déterminée, ce qui aura lieu si 
•comme nous le supposons la tangente tend à occuper une position 
Jimite déterminée. 
Nous avons 

d=lim(y — ex) 
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pour X infini. Mais pour x infini, y — cxy présente la forme illusoire 
00 — 00, je remarque alors que je puis écrire 

X 

y — cx=—— 

X 

€t, comme pour x infini, - est égal à c, nous voyons que pour x in- 

X 
X o 

fini, le rapport prend la forme illusoire - . En appliquant 

X 

la règle de L'Hôpital, nous aurons 

lim (y — ex) = lim = lim (y — xy') 

c'est-à-dire que la limite de l'ordonnée à l'origine de la tangente 
•est l'ordonnée à l'origine de l'asymptote. Cette démonstration 
suppose que y — xy'tend vers une limite déterminée, ce qui aura lieu 
dans les conditions indiquées dans l'énoncé. 



FORMES PARTICULIÈRES 

m nm fundu vtmm^ vm um m mm mû 

DIAPRÉS LES AXES 

DE COORDONNÉES AUXQUELS ON LA RAPPORTE 



ÉQUATION d'une LIGNE DU GENRE ELLIPSE OU DU GENRE HYPERBOLE 
RAPPORTÉE A UN SYSTÈME DE DIAMÈTRES CONJUGUÉS. 

L'axe des x partageant en deux parties égales les cordes paral- 
lèles à Taxe des y, à une même valeur de x correspondront pour// 
deux valeurs égales et de signes contraires, Téquation ne ren- 
fermera' donc pas de termes contenant y au premier degré; de 
môme l'axe des y partageant en deux parties égales les cordes pa- 
rallèles h Taxe des x^ Téquation ne renfermera pas non plus de 
termes contenant x au premier degré. Il est donc nécessaire, si les 
axes constituent par rapport à une ligne du genre ellipse ou du 
genre hyperbole un système de diamètres conjugués, que l'équa- 
tion de la courbe soit de la forme 

Aa?5 + Cy* + F=:o 

A et G étant différents de zéro. Si l'équation représente une ligne 
du genre ellipse, A et G seront de mêmes signes; ils seront de 
signes contraires si l'équation représente une ligne du genre hy- 
perbole. 
La condition est évidemment suffisante. 



ÉQUATION d'une LIGNE DU GENRE ELLIPSE OU DU GENRE HYPERBOLE 
RAPPORTÉE A DEUX AXES DONT LES DIRECTIONS SONT CONJUGUÉES. 

Si nous transportons les axes de coordonnées parallèlement à 
eux-mêmes en prenant comme nouvelle origine le centre de la 
courbe, la nouvelle équation aura les mêmes termes du second 
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degré que la première. Il résulte de ce qui précède que la con- 
dition nécessaire et suffisante pour qu'une équation du second 
degré représente une ligne du genre ellipse ou du genre hyper- 
bole, rapportée à deux axes dont les directions sont conjugués, 
est qu'elle soit de la forme 

A et C étant diflférents de zéro ; A et G étant de mêmes signes pour 
une ligne du genre ellipse, et de signes contraires pour une ligne 
du genre hyperbole. 

ÉQUATION d'une LIGNE DU GENRE ELLIPSE OU DU GENRE HYPERBOLE 

RAPPORTÉE A SES AXES DE SYMÉTRIE. 

Les axes de symétrie constituant un système de diamètres con- 
jugués perpendiculaires entre eux, il résulte de ce qui précède 
que, dans le cas d'axes rectangulaires, la condition nécessaire et 
suffisante pour qu'une équation du second degré représente une 
ligne du genre ellipse ou du genre hyperbole rapportée à ses axes 
de symétrie est qu'elle soit de la forme 

AT2 + Cy» + F = o 

.A et C étant essentiellement différents de zéro; ils sont de mêmes 
signes dans le cas du genre ellipse, et de signes contraires dans le 
cas du genre hyperbole. 

ÉQUATION d'une LIGNE DU GENRE ELLIPSE OU DU GENRE HYPERBOLE 
RAPPORTÉE A DEUX AXES PARALÈLES A SES AXES DE SYMÉTRIE. 

Il résulte de ce qui précède que, dans le cas d'axes rectangu- 
laires, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation 
du second degré représente une ligne du genre ellipse ou du genre 
hyperbole rapportée à des axes parallèles à ses axes de symétrie, 
est qu'elle soit de la forme 

Aar» 4- Cy« + aDx + aEy + F = o 

A et C étant différents de zéro ; le signe de ces deux coefficients 
étant le même dans le cas du genre ellipse, les signes étant con- 
traires dans le cas du genre hyperbole. 
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ÉQUATION D*UNB LIGNE DU GENRE ELLIPSE OU DU GENRE HYPERBOLE 
RAPPORTÉE A UN DIAMÈTRE PRIS GOMME AXE DES X ET A LA TANGENTE 
A UNE DES EXTRÉMITÉS DE CE DIAMÈTRE PRISE COMME AXE DES y. 

Nous savons que la tangente à une extrémité d'un diamètre est 
parallèle aux cordes que ce diamètre partage en deux parties 
égales, les deux axes auront donc des directions conjuguées, par 
conséquent l'équation aura la forme précédente, et comme Taxe 
des X partage en deux parties égales les cordes parallèles k Taxe 
des y, on devra avoir E= o. La courbe passant par l'origine on 
aura aussi F = o. 11 est donc nécessaire si, par rapport à une 
ligne du genre ellipse ou du genre hyperbole. Taxe des x est un 
diamètre et Taxe des y la tangente] à une des extrémités de ce dia- 
mètre, que Téquation de la courbe soit de la forme 

Aa;« + Cy* + aDar=o, 

les coefficients A et C étant différents de zéro ; ils sont de mêmes 
signes pour les lignes du genre ellipse et de signes contraires pour 
le genre hyperbole. 
La condition est évidemment suffisante. 

ilQUATlON d'une LIGNE DU GENRE ELLIPSE OU DU GENRE HYPERBOLE RAP- 
PORTÉE A UN DIAMÈTRE, PUIS COMME AXE DES 1/ ET A UNE TANGENTE, 
A UNE DES EXTRÉMITÉS DE CE DIAMÈTRE PRISE GOMME AXE DES X. 

On verra de même que la condition nécessaire et suffisante 
pour qu'une équation du second degré représente une ligne du 
genre ellipse ou du genre hyperbole rapportée à un diamètre 
pris comme axe des y, et à une tangente k une des extrémités de 
ce diamètre prise comme axe des x, est qu'elle soit de la forme 

les coefficients A et G, qui sont différents de zéro, étant de mêmes 
signes pour le genre ellipse et de signes contraires pour le genre 
hyperbole. 

ÉQUATION d'une LIGNE DU GENRE ELLIPSE OU DU GENRE HYPERBOLE 
RAPPORTÉE A UN AXE ET A UNE TANGENTE EN UN DES SOMMETS SI- 



I 

TUÉS SUR CET AXE. 



11 résulte de ce qui précède que dans le cas d'axes rectangu- 



FORME QUE PEUT PRENDRE L'ÉQUATION. 333 

laires, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation 
du second degré représente une ligne du genre ellipse ou du genre 
hyperbole, rapportée à un axe et à la tangente à Tune des extré- 
mités de cet axe, c'est qu'elle soit de la forme 

Aa?* + Cy * + aDa? 1= o 
si Taxe est pris comme axe des j?, et de la forme 

si Taxe est pris comme axe des y; les coefficients A et C, qui sont 
différents de zéro, étant de mêmes signes pour le genre ellipse et 
de signes contraires pour le genre hyperbole. 

ÉQUATION d'une PARABOLE PROPREMENT DITE RAPPORTÉE A UN DIA- 
MÈTRE PRIS COMME AXE DES X ET A LA TANGENTE A L*EXTRÉMITÉ 
PRISE COMME AXE DES y. 

Nous savons que la tangente à l'extrémité d'un diamètre est 
parallèle aux cordes conjuguées du diamètre ; l'axe des x par- 
tageant en deux parties égales les cordes parallèles à l'axe 
des y, à une même valeur de x correspondront pour y deux va- 
leurs égales et de signes contraires, l'équation ne renfermera 
donc pas de termes contenant y au premier degré, c'est-à-dire 
que les coefficients B et E seront nuls. 

L'équation représentant une parabole, on doit avoir B* — AG 
= 0; alors comme B = o et que, d'après ce qui précède, l'équa- 
tion est du second degré en y, on aura A = o. La courbe pas- 
sant par l'origine on aura F =: o. 11 est donc nécessaire, si l'axe 
des X est un diamètre d'une parabole proprement dite, et Taxe 
des y, la tangente à l'extrémité de ce diamètre que l'équation 
de la courbe soit de la forme 

Cy* -|- aDj? = o 

le coefficient D étant différent de zéro. 

La condition est évidemment suffisante. 

Remarque. Une équation de la forme précédente dans laquelle 
le coefficient D serait nul, représenterait un système de deux 
droites confondues avec l'axe des x. 
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Nous aurons alors comme équation de Tasymptote qui corres- 
pond à la branche I : 



(3) y = ax+b + (tx + fj' 



Occupons-nous maintenant de Tasymptote à la branche de 
courbe II. 
Nous avons trouvé précédemment 



y b \' t^x^ -{- ipx -\- g 



XX X 

si nous donnons h x des valeurs négatives croissant en valeur 
absolue au delà de toute limite, nous aurons pour le coefficient 
angulaire de Tasymptote considérée : 

c = a — t. 
Déterminons l'ordonnée à l'origine correspondante ; nous avons 



y — cx = b-\- \U^x^ + '^P^ + y + '^ 
nous aurons alors 

rf = 1 im (y — cx)=-b-{-\im[\/t^x- + npx -\-g-\-tx] 

^t^x^ -{- apa? -^-q-^-ix 
ou 

t 

Nous aurons alors comme équation de Tasymptote qui cor- 
respond à la branche II 



Cl) y = ax + b--(tx+^^ 



Si dans Téquation (i) nous prenons le signe — devant le ra- 
dical, nous aurons Téquation 



Kn parlant de cette équation nous avons du côté des abscisses 
positives une branche de courbe III, s'étendant à Tinfinî comme 
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l'indique f^ et du côté des abscisses négatives, une branche de 
courbe lY s'étendant à Tinfini comme Tindique f^. 

En raisonnant comme précédemment, nous trouvons comme 
asymptote à la branche III la droite (4) et comme asymptote à la 
branche IV la droite (3). 

â"* Supposons maintenant que la valeur de y soit rationnelle. 
Comme nous l'avons vu dans la discussion générale, l'équation 
est alors de la forme 



cx-^-d 



La droite parallèle à Taxe des y, représentée par l'équation 
c.r+ rf = o est une asymptote ; en effet pour la valeur finie de a:, 

j? = , Téquation (5) nous donne pour ,v*une valeur infinie. 

La droite 

(6) xj^-ax + b 

est la seconde asymptote ; en effet, si nous faisons la différence 
des ordonnées y et y^ nous avons 

R 

.y— yi= 



cx-\-d 



et nous voyons que cette différence tend vers zéro, lorsque x croit 
en valeur absolue au delà de toute limite. 

Tkéorème. 

On peut considérer une asymptote à une branche de courbe 
algébrique comme la position limite d'une tangente à la branche 
considérée^ lorsque le point de contact de cette tangente s'éloigne à 
Vinfini. 

Soit 

(1) f[^^y)=o 

Téquation de la courbe à laquelle appartient la branche con- 
sidérée. 
L'équation de la tangente en un point (a:, y) de cette branche est 

W x/;:+Y/-;+z/-;=o. 
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du genre ellipse ou hyperbole, et pour les courbes du genre para- 
bole, nous aurons Téquaiion 

le diamètre étant pris comme axe des x. Les coefficients A et G 
seront différents de zéro et de mêmes signes pour le genre ellipse, 
de signes contraires pour le genre hyperbole; le coefficient A 
sera nul pour la parabole. 

Si nous résolvons celte équation par rapport à y, nous pourrons 
la mettre sous la forme 

q étant négatif pour le genre ellipse, positif pour le genre hyper- 
bole, nul pour le genre parabole 

Si nous prenons le diamètre comme axe des y nous aurons 
Téquation 

x^ = ^py + yy». 

ÉQUATION GÉNÉRALE DES LIGNES DU SECOND DEGRÉ RAPPORTÉES A UN 
AXE ET A UNE TANGENTE EN UN DES SOMMETS SITUÉS SUR CET AXE. 

Si nous prenons Taxe comme axe des a?, nous aurons Téquation 

y* = apar -|- qx* 

et si nous le prenons comme axe des y, nous aurons 

x^ == apy -f qyK 



ÉTUDE DES COURBES DU SECOND DEGRÉ 

BANS 11 CAS OU LIS iQCATIORS Dl GIS fiOUSBlS 

SE PRÉSENTENT 

SOUS CERTAINES FORMES PARTICULIÈRES 



ÉTUDIER LA COURBE DU SECOND DEGRÉ REPRÉSENTÉE PAR UNE 

ÉQUATION DE LA FORlfE 

(,) (aa? + fty + c)» + (a'x + % + c')" = H. 

Nous allons d*abord faire quelques remarques sur les droites 
parallèles. 
Considérons les deux équations : 

(a) ax-\-by-{-c = o 

(3) aX'{'by-\-c = oL 

ces deux équations ne diffèrent que par la valeur du terme indé- 
pendant des variables, elles représentent deux droites parallèles. 
Si nous supposons maintenant que dans Féquatfon (3) a soit un 
paramètre variable, cette équation (3) sera Téquation générale 
des droites parallèles à la droite (a). 
Considérons maintenant les deux équations 

(4) ax + ôy + c = aj 

(5) ax -\- by -{■- c = — a^ 

elles représentent, d'après ce qui précède, deux droites parallèles 
à la droite (a). Je dis que ces deux drqites sont équidistantes de la 
droite (a). En effet, si nous déterminons les abscisses à Torigine 
des droites (a), (4), (5) nous avons, pour ces abscisses : 

t ^_i_*i tf a, 

a a a a a 

Imbbr et Weill. 22 
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Revenons maintenant au problème proposé. 

Considérons les deux droites représentées par les équations 



(6) 
(7) 



aar+ iy-|-c=o 



Deux cas peuvent se présenter suivant que ces deux droites ne 

r sont pas parallèles 

ou sont parallèles. 
Je suppose en 
premier lieu que 
les droites repré- 
sentées par les 
équations (6) et (7) 
ne sont pas parai* 
lèles ; soient AB et 
CO ces deux droi- 
tes. Je subdivise- 
rai ce premier cas 
en trois, suivant que le second membre H de Téquation (i)est 
positif, nul ou négatif. 

i^ H > o. Je divise les deux membres de Téquation (i) par H 
et j'ai une équation de la forme 




(8) 

Je poserai 



(Ax + By + C)» + ( A'a? + B'y -h C')» = I . 

Ax + By + C = P 

A'ar + B'y + C' = Q 



Téquation de la courbe prendra alors la forme 

(9) P' + Q«=.. 

Si nous considérons les droites représentées par les équations 

(10) P=o, (11) Q=o, 

nous voyons que les deux droites représentées par ces équa- 
tions (10) et (11) ne sont pas autre chose que les droites AB et 
CD, puisque les premiers membres P et Q de ces équations, ont 
été obtenus d'après ce qui précède, en divisant les deux membres 

des équations (6) et (7) par >/H. 
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CSoDsidérons maintenant les deux équations 
(la) P = a, (i3) Q = p. 

Nous savons maintenant qu'elles représentent deux droites pa- 
rallèles aux droites (lo) et ( 1 1). Si nous supposons que a et ^ véri- 
fient la relation 

(i4) a« + p«=i. 

ces deux droites (12) et (i3j se couperont en un point qui appar- 
tiendra k la courbe (9). Si nous supposons maintenant que a et ^ 
soient deux paramètres variables et que ces deux paramètres 
vérifient toujours la relation (14), nous pouvons considérer la 
courbe (9) comme le lieu du point d'intersection des deux droites 
représentées par les équations (la) et {i3). 

Il résulte de la relation (14) que a et ^ ne peuvent prendre que 
des valeurs comprises entre + 1 et — i, par conséquent les droites 
mobiles (12) et (i3) sont toujours à distance finie, par suite la 
courbe (9) ne présente pas de points à l'infini ; c'est donc une el- 
lipse. 

Je dis maintenant que les droites AB et CD constituent un sys- 
tème de diamètres conjugués de cette ellipse. 

Pour le démontrer considérons pour a une valeur a, convenant 
h la question, c'est-à-dire comprise entre — i et -f- i. Si dans 
l'équation (14) nous remplaçons a par a^, cette équation nous 
donne pour ^ les valeurs 



qui sont égales et de signes contraires. 

Soit maintenant EF la droite parallèle à AB et représentée par 
l'équation 

(.5) P = «. 

soient GH et KL les droites parallèles à CD et représentées par 
les équations 

(16) Q=-^ (17) Q = Pi. 

Ces droites se coupent en deux points M' et M' qui appartien- 
nent à l'ellipse. 

Nous savons d'après ce qui précède que les droites (16) et (17) 
sont équidistantes de la droite CD, par conséquent le point m est 
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le milieu de la corde M'M"; donc la droite CD est le diamètre qui 
partage en deux parties égales les cordes parallè^s à AB. 

On démontrerait de la même façon que la droite AB est le dia- 
mètre qui partage en deux parties égales les cordes parallèles 
à CD. 

Les deux droites AB et CD constituent donc un système de dia- 
mètres conjugués. Si nous considérons la droite P = i, et si nous 
cherchons les coordonnées des points d'intersection de cette 
droite et de Tellipse, nous aurons à résoudre le système 

P»4-Qï=i 



ou le système équivalent 



Q*=o 
P=i 



nous voyons d*après la forme de ce système que les deux points 
d'intersection se confondent en un seul, qui est situé sur la droite 
Q = o, c'est-à-dire sur la droite CD. Donc la droite P = i est une 
tangente à Tune des extrémités du diamètre CD ; on démontrerait 
de la même façon que la droite P = — i est tangente à Tautre 
extrémité de ce même diamètre. 
On démontrerait aussi de la même façon que les deux droites 

sont les deux tangentes aux deux extrémités du diamètre AB. 
2* H = o. L'équation de la courbe a alors la forme 

( 1 8) {ax + by + c)» -f (a'ar + b'y + c')« = o. 

cette équation est vériQée seulement par les valeurs de x et de y 
pour lesquelles on a en même temps 

ax -\- by -{■ c = o 
a'x -f é'y -j" ^' = o 

c'est-k-dire par les coordonnées du point w,, point de rencontre 
des deux droites AB et CD. Nous disons alors que l'équation con- 
sidérée représente une ellipse se réduisant à son centre, ou bien 
encore une ellipse évanouissante. 

Nous savons aussi que l'équation (i8) représente deux droites 
imaginaires conjuguées se coupant en un point réel (i>|. ' 
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3** H < o. Si nous divisons les deux membres de Téquation (i) 
par — H, nous avons Téquation 

(.9) {Kx+By+C)* + {\'x+B'y+CY + i=o 

cette équation (19) n'est vérifiée par aucun système de valeurs 
réelles de x et de y, nous disons qu'elle représente une ellipse 
imaginaire. 

Supposons maintenant que les deux droites représentées par 
les équations (6} et (7) soient parallèles, nous avons alors 

nous pourrons mettre Téquation (1) sous la forme 

{ax + by + cy + [X(ax -{- hy) + c']» = H 
ou 

(i+X«)(aa: + ^y)» + 2(c + Xc')(ax + 6!/) + c» + c'* — H = o. 

Si nous résolvons cetle équation par rapport à ox-j-éy, nous 
pourrons la mettre sous ]a forme 

aar + 6y = m zt Vn 

sous cette forme nous voyons qu'elle représente deux droites pa- 
rallèles aux deux droites ^6) et (7). 



ÉTUDIER LA COURBE DU SECOND DEGRÉ REPRÉSENTÉE PAR UNE 

ÉQUATION DE LA FORME 

( ') {ax + by + c)» - [a^x + 6'y + cj = H. 

Considérons les deux droites représentées par les équations 

(a) ax -{- by -\- c = o 

(3) a'x + b'y + (^ = o. 

Nous distinguons encore deux cas suivant que ces deux droites 
ne sont pas parallèles ou sont parallèles. 

Je suppose en premier lieu que les droites représentées par 
les équations (2) et (3) ne soient pas parallèles ; soient AB et CD 
ces deux droites. Je subdiviserai ce premier cas en trois suivant 



342 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

que le second membre H de Téquation (i) est nul, positif ou négatif. 
i<» H = o. L*équation(i) est alors de la forme 

{ax + by + cY — (a'x + b'y + c')» = o 



ou 



(aa? + *y + ^-|"^'^ + *'y + 0(^'^ + *y + ^ — «'^ — é'y — c')=o 



ou 



[{a + a')x + {b + b')y + c + &][{a^a')x + {b^b')y + c-c'] = o 

D 




Fig. 123. 

qui représente les deux droites concourantes 

{a + a')X'\'{b + b')y + c + c'z=o 
(a — a')x + {b — b')y + c — c'=io. 

Nous disons aussi que dans ce cas Téquation considérée repré- 




Fig. 134. 

sente une hyperbole se réduisant à ses asymptotes, ou encore une 
hyperbole évanouissemte; soient ab et cd les deux droites, il est 
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bien évident que ces deux droites passent par le point dé ren- 
contre des deux droites AB et CD. On démontre comme on Ta 
fait dans la question précédente que par rapport aux deux droites 
ab et cdf les deux droites AB et Ô) constituent un système de dia- 
mètres conjugués. 

a® H >o. Je divise les deux membres de Téquation (i) par H, 
et j'ai ainsi Téquation 

(4) (Aor + By + G)' - {\'x + Vy + C')« = i 
je poserai comme précédemment 

Aar + By + C=P 
A'x + B'y + a = Q 

l'équation de la courbe prendra alors la forme 

(5) P«-Q«=i. 

Si nous considérons comme précédemment les deux droites 

(6) P = o, (7) Q = o 

nous voyons que ce sont les droites AB et CD. 
Considérons maintenant les deux équations 

(8) P=«, (9) Q = P. 

Nous savons qu'elles représentent deux droites parallèles aux 
droites (6) et (7). 
Si. nous supposons que a et ^ vérifient la relation 

(10) «• — p»=i 

les deux droites (8) et (9) se couperont en un point qui appar- 
tiendra à la courbe (5). Nous verrons comme dans le problème 
précédent que « et ^ représentant deux paramètres variables, vé- 
rifiant toujours la relation (10), la courbe (5) est le lieu du point 
d'intersection des deux droites mobiles (8) et (9). 
Nous pouvons mettre la relation (10) sous la forme 

qui nous montre que ^ peut prendre toutes les valeurs de — oc 
à -|- 90 , mais que a ne prendra que] des valeurs comprises 
entre — « et — 1, et entre -|- i et 4-« • Si nous considérons les 
deux droites EF et 6H parallèles à AB et représentées par les 
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équations 
(il) P=i, (la) P=-i 

nous voyons qu*il n*y aura pas de points de la courbe dans la 
région du plan qui se trouve comprise entre ces deux droites. 
Gomme pour a = + i , p = o, nous voyons que les points de la 
courbe qui seront sur les droites (ii), (la) seront les points où 
ces droites sont coupées par le diamètre CD. 

Puisque a et ^ peuvent prendre des valeurs infinies, la courbe 
présentera des points à l'infini et comme il n*y a pas de points 
entre AB et CD, la courbe se composera de deux branches sé- 
parées ; c'est par suite une hyperbole. 

On démontrera comme on Ta fait précédemment que les deux 
droites AB et CD constituent un système de diamètres conjugués. 

Il résulte de ce qui précède que le diamètre AB ne rencontre 
pas la courbe et que le diamètre CD la rencontre aux deux points 
K etL. 

On démontrerait comme on Ta fait précédemment que les 
deux droites EF et GH, représentées par les équations 

P=d=i 

sont tangentes à Thyperbole aux deux extrémités du diamè- 
tre CD. 

Je dis maintenant que le système des asymptotes de cet hyper- 
bole est constitué par le système des deux droites 

( 1 3) [ax + *y -f c)* — {a!x -}- b'y + c')* -- o 

si nous comparons les équations (i) et (i3), nous voyons qu'elles 
ne diffèrent que par le terme constant, par conséquent d*après 
la forme 

qui a été trouvée pour Téquation d'une asymptote de coefficient 
angulaire m, nous pouvons dire que les deux courbes du genre 
hyperbole représentées par les équations (i) et (i3) admettront les 
mêmes asymptotes. 

Or, comme l'équation (i3) représente une hyperbole réduite à 
ses asymptotes, nous pouvons dire que l'équation (i3) représen- 
tera les deux asymptotes de l'hyperbole (i). 
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3* H <o. Je divise les deux membres de l'équation (i) par 
j'ai réquation 

(14) (Ax+By + C)»-(A'x + B> + C')«=-i 

Je pose encore 

Ax + By + C=P 

A'ar + B'y + C = Q 
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réquation de la courbe prend alors la forme 
(i5) P« — Q«=-.i 

Considérons encore 
les deux droites 



F/ D 



P=o 



0=0 



qui ne sont autres 
que les droites AB 
et CD; nous démon- 
trerons comme pré- 




Fig. 130. 



cédemment que la ligne (i5) est le lieu du point d'intersection 
des deux droites mobiles 

les paramètres variables a et ^ étant liés par la relation 

Nous pouvons mettre celte relation sous la forme 

qui nous montre que a peut prendre toutes les valeurs de — 00 à 
+ 00, mais que p ne peut prendre que des valeurs comprises 
enlre — « et — i et + 1 et -{- « . 

Si nous considérons les deux droites EF et GH parallèles à CD 
et représentées par les équations 

0=1 et Q=— I 

nous voyons qu'il n'y a pas de points de la courbe, dans la ré- 
gion du plan qui est entre ces deux droites. Comme pour 
p=:+ I a = o, nous voyons que les points de la courbe qui sont 
sur les deux droites EF et GH seront les points où ces droites 
sont coupées par le diamètre AB. 
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. On voit alors comme précédemment que la courbe est une 
hyperbole. 

AB et CD constituent un système de diamètres conjugés; le 
diamètre CD ne rencontre pas la courbe. 

On démontrerait aussi que les droites EF et GH représentées 
par les équations 

Q = ±i 

sont tangentes à Thyperbole aux deux extrémités du dia- 
mètre AB. 

On verra de la même façon que précédemment que le système 
des asymptotes de cette hyperbole est constitué par le système des 
deux droites 

{ax + by + cy — {a'x + è'y + c')» = o. 

Supposons maintenant que les droites représentées par les 
équations (a) et (3) soient parallèles, on démontrera comme on Ta 
fait dans le problème précédent que dans ce cas l'équation (i) 
représente un système de deux droites parallèles k ces droites 

('.) et (3). 

ÉTUDIER LA COURBE DU SECOND DEGRÉ REPRÉSENTÉE PAR UNE 

ÉQUATION DE LA FORME 

(i) (ax + by + cy + a'x + b'y + (^ = o. 

Considérons comme dans les problèmes précédents, les deux 
droites représentées par les équations » 

(a) ax-\-by-\-c=o 

(3) a'x + b'y + & = o. 

Nous distinguerons deux cas suivant que ces deux droites ne 
sont pas parallèles ou sont parallèles. 

Supposons d'abord que les droites représentées par les équa- 
tions (a) et (3) ne soient pas parallèles ; soient AB et CD ces deux 
droites. 
Nous poserons 

aX'\'by-\'C=F 
a'x + b'y + c' = Q. 
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L*équation de la courbe prendra alors la forme 
(4) ' P« + Q=o 

et les équations des deux droites AB et CD s'écriront : 
P = o Q = o. 

Considérons main- 
tenant les droites mo- 
biles 
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P = «, 



0=p. 



Si nous supposons 
que les paramètres 
variables, a etp son^ 
liés par la relation 

(5) 




Fig. 136. 



+ P = 



nous voyons que la courbe (4) est le lieu du point d'intersection 
des deux droites mobiles. 

On voit d'après l'équation (5) que p ne peut varier que de 
o à — 00 , par conséquent il n'y aura de points de la courbe que 
dans une seule région du plan par rapport à la droite CD, et 
comme cette courbe présente des points à l'inBni, c'est une pa- 
rabole. 

Pour que l'équation (4) soit vérifiée, comme P* est essentielle- 
ment positif, Q doit être négatif, c'est-à-dire que la courbe 
sera située dans la région négative du plan par rapport à la 
droite CD. 

On démontrerait comme dans les exemples précédents que la 
droite AB est le diamètre qui partage en deux parties égales, les 
cordes parallèles à la droite CD et que la droite CD est la tangente 
à l'extrémité de ce diamètre. 

Si les deux droites (a) et (3) sont parallèles on démontrera 
comme dans les problèmes précédents que l'équation (i) repré- 
sente un système de deux droites parallèles à ces deux droites 
(i) et (a). 



ÉTUDIER LA LIGNE DU SECOND DEGRÉ REPRÉSENTÉE PAR l'ÉQUATION 

(i) [ax + by + cY + Kz^o. 
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De Téquation (i) nous tirons 

aX'\-by'\'Cz=,±\J — K. 

Sous cette dernière forme nous voyons que Téquation représente 
un système de deux droites parallèles. 

ÉTUDIER LA LIGNE DU SECOND DEGRÉ REPRÉSENTÉE PAR UNE ÉQUATOIN 

DE LA FORME 

(i) (ax + *y + c)(a'a? + 6'y + 0+K = o. 

Posons 

Téquation prendra la forme 

W PQ + K=o. 

Si maintenant nous remarquons que 

notre équation deviendra 

nous sommes ramenés à un cas précédent. 

Nous savons que Téqualion (3) représente une hyperbole, dans 
laquelle les deux droites 

P + Q = o 
P — Q = o 

constituent un système de deux diamètres conjugués. Les asymp- 
totes de rhyperbole sont représentées par Téquation 



(^T-('^7=» 



OU simplement 

PQ = o. 

Nous pouvons résoudre les problèmes précédents, en employant 
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une autre méthode. Nous donnerons Fidée de cette méthode pour 
le premier problème seulement ; on aurait un raisonnement tout 
à fait analogue pour les autres problèmes. 



ÉTUDIER LA COURBE DU SECOND DEGRÉ REPRÉSENTÉE PAR UNE 

ÉQUATION DE LA FORME 



(0 



{ax + by + cy + {a'x + b'y + c')« = H. 



Considérons les deux droites représentées par les équations 
(2) (tX'{-by-{-c=io 



(3) 



a'x-\-b'y'\-c* = o. 



Deux cas peuvent se présenter suivant que ces deux droites ne 
sont pas parallèles ou sont parallèles. 
Je suppose en premier lieu que les droites représentées par les 




Fig. 137. 

équations (2) et (3) ne soient pas parallèles ; soient AB et CD ces 
deux droites. 

Je ferai un changement d'axes; je prendrai la droite CD comme 
axe des a/ et la droite AB comme axe des y' ; si j'appelle d et d' 
les distances d'un point M de la courbe aux deux droites CD et AB, 

(a'a? + ^'y4-^)sinô (aar + 6y-fc)sinô 

±Va'* + 6" — aa'*'cose :±Va" + 6* — 2a*cosd 

d'autre part les triangles rectangles MPR et MUS me donnent 

rf=:±y'8ina (f =.-t:a/sina, 
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de la comparaison des valeurs d ei cP sous les deux formes pré- 
cédentes, nous tirons 



a'x + J'y + c' = ±^ Vu'» + 6'* — aa'*' cos Ôy' = ± V^By' 
' ^ ' sin 6 ' ' ^ ^ 

• ^ 

ax + by4-c = zt -r— - V^a' + 6» — aaé cos 6 jr* = db v Aa:' 
' ^ ' smO 

telles seront les formules de transformation. Nous aurons par 
suite pour Téquation de la courbe par rapport au nouveau sys- 
tème d*axes 

(4) A^'« + By'» = H. 

A et B étant positifs, nous reconnaissons là une ligne du genre 
ellipse. 

Si H est positif, cette équation (4) représente une ellipse réelle 
rapportée à un système de diamètres conjugués. 

Donc dans ce cas Téquation (i) représente une ellipse réelle 
admettant les droites (2) et (3) comme diamètres conjugués. 

Si H est nul, nous pouvons voir directement sur Téquation (i) 
que cette équation représente un point qui est le point de ren- 
contre des droites (2) et (3). 

Si H est négatif, nous pouvons aussi voir directement que Té- 
quation (i) n*est vérifiée par aucun système de valeurs réelles de 
X et de y. 

Si les droites (2) et (3) sont parallèles nous verrons absolument 
comme dans la première méthode que Téquation (i) représente 
un système de deux droites parallèles aux droites (2) et (3). 



REDUCTION DE L^EQUATION 
DU SECOND DEGRÉ 



ELLIPSE ET HYPERBOLE 

Nous avons vu dans ce qui précède que si nous prenions comme 
axes de coordonnées les axes d^une ellipse ou d*une hyperbole 
Téquation de la courbe était de la forme 

(i) A,a?* + C,y« + F=o. 

. Nous avons vu que réciproquement si Téquation d'une ellipse 
ou d'une hyperbole rapportée à des axes rectangulaires était de 
la forme (i) les axes de coordonnées se confondaient avec les 
axes de symétrie de la courbe. 

Cette forme (i) est très simple, elle permet d'étudier facilement 
les propriétés de la courbe. 

Nous nous proposons alors de résoudre le problème suivant : 

Étant donnée l'équation 

(a) Aar« + iBxy + Cy^ + aDa? + aEy + F = o 

d'une ellipse ou d'une hyperbole rapportée è. des axes quelcon- 
ques, déterminer l'équation de la courbe lorsque l'on prend 
comme axes de coordonnées les axes de symétrie de la courbe. 

Le procédé direct consisterait à placer dans le plan les axes de 
symétrie de la courbe, à prendre ces droites comme nouveaux 
axes de coordonnées, et à appliquer les formules de transfor- 
mations qui ont été données dans le commencement du cours. 

On préfère employer la méthode suivante, qui est moins directe 
mais qui donne lieu à des calculs plus simples. 

Je suppose que les premiers axes de coordonnées auxquels se 
trouve rapportée la courbe représentée par l'équation (a) soient 
rectangulaires; s'il n'en était pas ainsi, je me ramènerais à ce cas 
par un premier changement d'axes, soient oar, oy les axes rec- 
tangulaires ainsi considérés. 



^ 
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Je vais maintenant transporter ces axes de coordonnées paral- 
lèlement à eux-mêmes, et prendre pour nouvelle origine un point 
tel que la nouvelle équation ne contienne pas de termes du pre- 
mier degré ; nous savons que pour que cela ait lieu, il faut et il 
suffit que la nouvelle origine soit le centre c de la courbe. 

L'équation de la courbe par rapport au nouveau système d*axes 
y' es/, sera 

(3) Aar" + aBary + Cy" + Pj = o 



on a 



F,=f[a,b) 



— A 







comme on Ta vu dans la théorie des centres. 
Faisons maintenant tourner d'un angle quelconque autour de 

l'origine c les nouveaux 
^' axes de coordonnées: 

^^^ soit jfiCx^ la nouvelle 
position du système. Si 
:^' je désigne para Tangle 
que fait la direction po- 
sitive cxi du nouvel axe 
des X, avec la direction 
positive ca/ du premier, 
les formules de trans- 
formation seront 




Fig. 138. 



a/=:x^cosoL — y|Sina 
l/ = ar^ sin a -|- y j cos « . 



Nous aurons alors comme équation de la courbe par rapport 
au troisième système d'axes 

(4) k{x^cosa — yjSina)' + 2B(arjC0s« — y,sina)(a?jsina-f y,cos«) 

+ G(Xj sin a + yi cos «)' -|- F^ = o 

et en effectuant 



5) A cos 'a 
-{-^Bsinacosa 
+ Csin'a 



x\ — aÂ sin «cos a 
-f-aBcos'« 
— aBsin'a 

+ aGsinacosa 



Xiyi'{'A.s\n^a 

— aBsinacosa 
4- C cos 'a 



yî+P.= 



o 
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Je vais maintenant profiter de l'indétermination de a de façon 
à faire disparaître le terme en x^y^ ; pour cela je prendrai a de 
telle façon que Ton ait 

(6) — aAsinacosa-f-aBcoB*a — 2B8in*a + aCsinaco8a = o 

ou 

— (A — C) sin a cos a -(- B cos *« — B sin *« = o 

ou 

(7) Btg«« + (A-C)tg«-B=:o. 

Nous pourrions maintenant résoudre cette équation (7) par rap- 
port à tga, et remplacer ensuite dans Téquation (5) sin a et cos a 
par leur valeur en fonction de tga. Mais il est plus simple d'opé- 
rer de la manière suivante : 

Nous pouvons mettre l'équation (6) sous la forme 

(8) (A — G) sin 2a — 2Bcos2a=:o. 
De cette équation nous tirons 

2B 



(9) tg20=: 



A — C 



Voyons maintenant quels seront les différents systèmes d'axes 
tfiCx^ que nous obtiendrons en partant de cette équation. Nous 
allons montrer que nous en trouverons seulement quatre. 

Désignons par 2(0 le plus petit angle positif satisfaisant à l'équa- 
tion (9]; nous savons que tous les angles satisfaisant à cette 
équation seront donnés parla formule 

(10) 2« = KtC -[- aw 

par suite tous les angles a convenant h la question seront donnés 
par la formule 

(11) a = K- + « 

2 

si dans cette formule (i i) nous donnons à K les valeurs o, i, 2, 3 
nous aurons pour a les quatre valeurs 

2 2 

qui nous donnent pour la direction positive du troisième axe des x, 

Imbbii et Wbill. 23 
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les directions cx^ , cx'i^cx"^, car'",. On voit facilement que pour toutes 
les autres valeurd de K, on retrouvera ces mêmes directions. Les 
directions cx^ et CcT/' sont opposées ainsi que les directions eaf^ 
cx^^j et comme. les directions ex, et ex,' sont perpendiculaires 
entre elles, on voit que ces quatre directions forment deux droites 
perpendiculaires entre elles ^ les droites AB et DE. Les axes ex, 
et ey, étant perpendiculaires entre eux, on voit qu*il existe en 
réalité un seul système d*axes rectangulaires pour lequel le 
terme en x,j/, manque dans Téquation (5), c'est le système formé 
par les deux droites perpendiculaires AB et DE; seulement 
par ce qui précède on voit que, d'après la valeur de a, une 
des droites sera tantôt axe des x, tantôt axe des y; on voit de 
plu qu'une direction d'une des droites sera tantôt la direction 
positive, tantôt la direction négative de l'axe correspondant. 

Nous reconnaissons dans l'équation (7) celle qui nous donne 
les coefficients angulaires des axes de symétrie de la courbe, par 
conséquent les droites AB et DE coïncident avec ces axes de sy- 
métrie. Ce qui devait être d'après ce qui précède. 

Nous prendrons pour a dans tout ce qui suivra la valeur 



a, =u). 



Calculons maintenant les coefficients de x,' et de y,*. 

Si nous désignons ces coefficients par A, et C, nous aurons 

( I !i) A, = A cos 'a + aB sin a cos a + C sin *« 

(i3) C, =Asin'a — 2Bsinacosa + Ccos*c: 

Si nous ajoutons membre à membre ces deux équations nous 
aurons 

(i4) A, + C, = A + C. 

Si nous retranchons de même, membre à membre, ces équations 
(12) et {i3) nous aurons 

(i5) A, — C, =(A-— GjCOsaa-faBsinaa. 

L'équation (9) nous donne 

/ ax . ^B A-C 

(16) 8maa=: -===== cosaarr: 



V(A — 0* + 4B* ± \/(A — C)' + 4B« 

Nous avons dit précédemment que nous prenions pour a la 
valeur a,=:(o, alors l'angle 2a qui figure dans les formules (16) 
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est un angle au> compris entre o et ic, son sinus est donc positif, 
par conséquent dans la formule qui donne sin^a il faudra pren- 
dre au dénominateur le signe de B. On sait que dans les deux 
formules on doit prendre le même signe au dénominateur. 

Si dans Véquation (i5) on remplace cosaoc, et sinaa, par les 
valeurs précédentes, on aura 



:\/(A — C)' + 4B» 
ou 



A,— C,=dcV(A— G)» + 4B'. 
Pour calculer A, et G, nous aurons à résoudre le système 

A,-G, = itV(A-C)* + 4B*' 

Si nous élevons au carré les deux membres de chacune des 
équations précédentes et si nous retranchons membre à membre 
les équations ainsi obtenues, nous aurons 

{17) A^C,=:AG~B^ 

Nous pouvons alors calculer A^ et G, au moyen du système 

A, + G, = A + G 
Afi, = AC—BK 

Ge système nous montre que A, et Gj sont les racines de Téqua- 
tion du second degré : 

1*» — (A + G)tt + AG— B» = o, ou (A— w)(C — m) — B* = o. 

Remarque i. Si la courbe représentée parVéquation (2) est une 
circonférence, comme nous supposons que les axes sont rectan- 
gulaires, on a 

A = C, B = o 

Téquation (8) deviendra alors une identité, c'est-à-dire que nous 
obtiendrons la forme (i) en prenant pour axes de coordonnées 
deux droites rectangulaires quelconques passant par le centre. 

Remarque 2. L'équation (14) nous montre que quand on passe, 
dans le cas de' Tellipse ou de l'hyperbole, d'un système d'axes 
rectangulaires à un autre système d'axes rectangulaires, la somme 
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A -f- G resle constante. Pour cette raison nous disons que, dans le 
cas des axes rectangulaires, celte somme est un invariant. 

Remarque 3. L'équation (17) nous montre que dans le même cas 
AG — B' est aussi un invariant. 



PARABOLE 

Nous avons vu dans ce qui précède que si nous rapportions 
une parabole proprement dite à son axe de symétrie, comme axe 
des X, et à la tangente au sommet comme axe des y Féquation 
de la courbe était de la forme 



(•) 



Gjy' + aD^ar^o. 



Nous avons vu aussi que réciproquement toute équation de 
cette forme représentait dans le cas particulier des axes rectan- 
gulaires une parabole proprement dite ayant l'axe des x pour 
axe de symétrie, et l'axe des y pour tangente au sommet. 

Cette forme (i) étant très simple et permettant d'étudier faci- 
lement les propriétés de la courbe, nous résoudrons le problème 
suivant : 

Étant donnée l'équation 

(a) Ax* -f aBxy + Gy* + 2Dx + aEy -f F = o 

d'une parabole pro- 
prement dite rap- 
portée à un système 
quelconque d'axes, 
déterminer l'équa- 
tion de cette courbe 
quand on prend 
pour axe des x, 
l'axe de symétrie 
de la courbe, et 
pour axe des y la 
tangente au som- 
met. 
Nous résoudrons 

ce problème en em- 
ployant une méthode analogue à celle qui a été employée dans 
le problème précédent. 
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Nous supposons les axes des coordonnées qui correspondent à 
Téquation (a), rectangulaires. Puisque Téquation (a) représente 
une parabole, nous avons 

en remplaçant dans l'équation» (a) nous aurons 

(3) i[Bx + Cy]« + >D^+>Ey+P = o. 

Faisons tourner les axes d'un angle a, autour de Torigine. Les 
formules de transformation sont 

x=za/ cosoi — y'sin» 
y^ar'sina + y'cosa 

Nous aurons alors comme équation de la courbe par rapport au 
nouveau système d*axes 

- [B(ar' cos a — y' sin a) + G{x' sin « + y' cos a)]' 

-|- aD(j?' cos a — y' sin a) + 2E(ar' sin « + y' cos a) + F = o 
ou 

t 

(4) F [(B cos « + C sin ot)ar' + (G cos a — B sin «)y']» 

+ a(Dcosa-|-Esina)a?' + 2(Ecosa — D sin «)y' + F = ©. 

Nous pouvons disposer maintenant de Tangle « de façon h an- 
nuler dans le premier terme de Téquation le coefficient de x' ; de 
cette façon nous ferons disparaître en même temps le terme 
en x'* et le terme en x'y'. 

Pour cela nous poserons 

Bcosa-|-C8ina=:::o 
d'où nous tirons 

(5) tg« = -?- 

Voyons maintenant quels sont les différenls systèmes d axes 
tels que y'Oo?', qui sont fournis par cette équation. 

Si nous désignons par cri le plus petit angle positif satisfaisant 
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à cette équation, nous savons que tous les angles satisfaisant à 
celte équation seront donnés par la formule 

(6) a = Kiç -{- lu. 

Si nous donnons à K les valeurs o et i, cette formule (6) nous 
donne pour « les deux valeurs 

qui définissent pour la direction positive du second axe des x 
les directions oa/ et ox", 11 est facile de voir que, pour toutes les 
autres valeurs de K, on retrouvera ces mêmes directions. Les 
directions ox' et ox" sont opposées, elles forment une droite AB. 
Gomme les axes oa/ et o;/ sont perpendiculaires entre eux, on voit 
qu'il existe en réalité un seul système d'axes rectangulaires, pour 
lesquels on a 

Bcosa-j-C8m« = o. 

Ce système est constitué par les droites AB et DE ; seulement 
on voit par ce qui précède que , d'après la valeur de a, une 
direction d'une de ces droites sera tantôt la direction positive de 
l'axe correspondant, tantôt la direction négative. Il résulte de 
l'équation (5) que les directions de ces droites sont celles de l'axe 
et de la tangente au sommet. 

Nous conviendrons dans ce qui va suivre de prendre pour a 
la valeur a = w. 

Pour cette valeur de a l'équation de la courbe prendra la forme 

(7) C,y'» + aD,x' + aE.y' + P = o 
en posant 

(8) C,=:^[Gcosa — Bsina]*. D,=Dcosa + Esin«, 

E4=Ecos« — Dsina. 
De (5) nous tirons 

{9) sma = —===. cosa = 



Vb«+g* vb'+g* 

Gomme l'angle « considéré est l'angle a = ai, compris entre o 
et ic, son sinu3 est positif, alors dans les formules (9), c*est le 
signe de — B qu'il faut prendre au dénominateur. 
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Nous auroûs maintenant pour les valeurs des coefficients de 
Téquation {7) 

GL±VB* + C*J G G 

, X ^ CD — BE „ CE + BD 

. (11) J),= ^ E,= ^ 



Transportons maintenant les ai^es de coordonnés parallèlement 
à eux-mêmes en prenant comme origine un point quelconque du 
plan. Les formules de transformation sont 

Nous aurons alors comme équation de la courbe par rapport 
au troisième système d'axes 

C,(y + 6)' + ^D,(a + ^) + 2E,(ô + y) + F = o 
ou 

(ï^) C,y; + 2D,a? + 2(Cj6 + E)y + G6î+2Dia + aE,6 + F = o. 

Profitons maintenant de Tindé terminât ion de a et de é de façon 
à annuler le coefficient de y, et le terme indépendant. 
Nous avons à résoudre le système 

i3) , G,6 + E = o 

(14) Cj6* + 2D,a + 2Ej* + P=:o. 

Oj étant différent de zéro Téquation (i3) nous donnera pour b une 
valeur finie et déterminée ; je remplace b par cette valeur dans 
l'équation (14). 

Puisque Téquation (12) représente une parabole proprement dite 
CD — BE est différent de zéro, par conséquent d'après (11) Di est 
différent de zéro, alors (14) nous donnera pour a une valeur finie 
et déterminée. Le système (i3), (14), nous donne donc pour la 
nouvelle origine un point S situé à distance finie. 

Il résulte de l'opération (14) que ce point est situé sur la para- 
bole, et d'après ce qui a été dit dès le commencement, nous sa- 
vons que ce point est le sommet de la parabole. 

Remarque i. Il résulte de l'équation (10 et de l'égalité AC 
— B^ := o, que dans la parabole, comme dans l'ellipse et dans 
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Thyperbole, A + G et AG — B*, sont des invariants dans le cas des 
axes rectangulaires. 

Remarque 2. De Féquation (5) nous tirons 

G* est-à-dire que dans le cas de la parabole, comme dans ceux 
de Tellipse et de Thyperbole, Féquation (i5) donne toujours 
Tanglea dont il faut faire tourner les axes pour que Féquation de 
la courbe ne renferme pas de terme en xy. 
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